TEXTO GUIA

SISTEMAS DINAMICOS

Juan Carlos Vizcaino Aponte
Ingenieria de control y
automatizacion
2023

Ing. Juan Carlos Vizcaino Aponte



PREFACIO

Este libro es una recopilacién de contenido y ejercicios relacionados con el modelamiento
matematico de sistemas dindmicos mecdnicos, eléctricos, térmicos, entre otros, su representacion
y el modelamiento asociado a dicho sistema, que permite matematicamente describir las
relaciones dinamicas entre variables. Y el comportamiento de las mismas cuando se exponen a
sefiales externas.

Asi mismo, se expone el modelamiento en frecuencia que permite encontrar funciones de
transferencia, lo que nos permite generalizar comportamientos y encontrar analogias entre
sistemas, que pueden ser de diferentes estadios.

Simulacidn con circuitos electrénicos, donde por medio de la medicidn de corrientes y voltajes
podemos predecir cdmo se va a comportar un sistema de otra indole como mecdnico o térmico. La
analogia en el comportamiento de estos sistemas, nos permite predecir del funcionamiento de las
variables presentes.

La simulacién digital, por medio del software MATLAB, permite por medio de la COMMAND
WINDOW o el SIMULINK, modelar sistemas tanto en el tiempo como en frecuencia para verificar
comportamientos de las diferentes variables presentes.

Finalmente se trabajan elementos basicos del control como las generalidades de sistemas lineales
de primer y segundo orden, exponiendo a su vez en que consiste un controlador y los efectos que
pueden tener al ser incluidos en un modelamiento matematico; especificamente el cambio que
produce en las respuestas del sistema.

El libro no pretende dar una explicacién exacta de los propdsitos del mismo, sino una vision del
autor, que ha manejado y guiado la materia de sistemas dinamicos en la universidad ECCI, por lo
que el alcance de este, llega hasta la tematica que se trabaja en la materia semestralmente.

Finalmente el autor hace una dedicatoria especial a la Doctora Sofka Doukova, quien ha motivado
su interés, por generar este tipo de publicaciones.
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Introduccion

Un sistema dindmico es un sistema cuyo estado evoluciona con el tiempo. Los sistemas fisicos
en situacidn no estacionaria son ejemplos de sistemas dindmicos, aunque también existen
modelos econdmicos, bioldgicos, etc., que son también, sistemas dinamicos.

En relacidn a los sistemas dindmicos fisicos cabe resaltar la diversidad de variables
interrelacionadas en pares de la misma naturaleza que describen energia. Es alli donde podemos
modelar matematicamente los fendmenos dindmicos a partir de leyes fisicas ya establecidas
previamente por Newton o Bernoulli, entre muchos, y, encontrar analogias en el comportamiento
de los diferentes sistemas fisicos como mecanicos, térmicos, eléctricos. Un mismo modelo puede
responder a distintas representaciones matematicas y esto es dado a la perspectiva de analisis.

Las nuevas tecnologias han logrado la simulacidén, en donde se puede ver el comportamiento
de las diferentes variables que intervienen en un sistema, variando los factores alternos que las
afectan, de manera mads eficiente ya que puede hacerse en tiempo real.

La estrategia utilizada para manipular el comportamiento de las variables frente a las
perturbaciones es lo que conocemos como el control y pretende lograr patrones de
comportamiento conforme dichas variaciones en el tiempo.
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1. Modelamiento matematico

El modelamiento matematico de sistemas dindamicos consiste en encontrar una ecuacién que
represente el comportamiento de un sistema y las diferentes variables presentes como fuerzas,
torques, voltajes, presiones, desplazamiento, velocidad, corriente, caudal entre muchas otras.

Esta ecuacidn diferencial se encuentra a partir de las leyes fisicas establecidas por diferentes
personajes de la historia como lo son Newton, Bernoulli, Ohm entre otros. Esta ecuacién permite
dar una explicacién matemadtica al comportamiento de un sistema.

1.1. Sistemas mecanicos translacionales

La segunda ley de Newton, llamada “Fundamental de la Dinamica”, es la que determina
una relacion proporcional entre fuerza y variacion de la cantidad de movimiento. Esta ley
especifica que en un sistema dindmico, la sumatoria de fuerzas que acttan sobre un
cuerpo de masa m, es igual el valor de esa masa multiplicada por la aceleracion.

ZF_ d?x
RTE

En los sistemas mecanicos translacionales encontramos 2 variables basicas que son las fuerzas F(t)
y los desplazamientos X(t). Estos desplazamientos producen a su vez velocidades y aceleraciones.

Si tenemos una diferencia de fuerzas F(t) aplicadas sobre una masa se produce un desplazamiento
X(t). Estos desplazamientos producen a su vez velocidades y aceleraciones.

Desplazamiento

Fuerza Fuerza

F(t); Fuerza > X(t); Desplazamiento

x(t) = x ; Desplazamiento

ax(t .

& = U(t) = X , Velocidad
dt

d?x(t .

Tg) = a(t) = X , Aceleracién

(Para abreviar la escritura de las ecuaciones diferenciales, trataremos las derivadas de las
funciones con puntos arriba indicando el orden de la derivada).
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1.1.1. Resortes (Propiedad elastica)

Cuando a un resorte, que posee una constante elastica k, le producimos un desplazamiento en
uno de sus extremos, este genera una fuerza que reacciona a ese desplazamiento.

i

F=K.X

. 4

il

F=K.X

Cuando sus 2 extremos se desplazan en direccion contraria la fuerza se relaciona con los

desplazamientos de la siguiente manera.

<

lAFl=xw.cx7+x2)

MNVVYY
o =

o et [~

= |Fl=K.(x14x2)

Cuando sus 2 extremos se desplazan en la misma direccidn, direccién contraria la fuerza se
relaciona con los desplazamientos de la siguiente manera.

X

o ————— |

N

<

F = K.(XT—-X2)

XZE

—

F = K_(X2—X7)
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1.1.2. Amortiguadores (Propiedad de amortiguamiento)

Cuando a un amortiguador, que posee una constante de amortiguamiento C, le producimos un
desplazamiento en uno de sus extremos, este genera una fuerza que reacciona a la velocidad de

ese desplazamiento.
c
|_' X

F=C.X

De manera que el amortiguador genera una fuerza opuesta al desplazamiento en sus extremos y
gue su magnitud depende de la velocidad de este desplazamiento.

|<ﬂ E)\
— ———

|Fl=c..x1+x2)

La magnitud de la fuerza que ejerce el resorte a partir del desplazamiento de sus extremos es:
- I

x7° LER

] ]

F =C.(X1-X2) F =C.(X2-X1)

1.1.3. Rozamiento

Cuando una superficie entra en contacto con otra se produce un rozamiento que a su vez genera
una fuerza por rozamiento que se opone al desplazamiento, y su magnitud depende de la
velocidad con que ocurre dicho roce.
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De manera que el rozamiento genera una fuerza opuesta al desplazamiento en un punto

T
B

TS
) =5H.cx7+x=2)

=

P, ¥4

La magnitud de la fuerza que ejerce el rozamiento a partir de la velocidad del roce es:

X7
>

F =C.(X1-X2)

F C.(X2-X1)

1.1.4. Ejemplos

Para nuestro andlisis realizamos la sumatoria de fuerzas. Encontrando la ecuacién que representa
la dindmica del sistema en el punto de desplazamiento.

Recuerde que la fuerza del resorte y amortiguador se oponen al desplazamiento.
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Debemos observar cada punto de desplazamiento de forma independiente y verificar las fuerza
que afectan directamente la dinamica en dicho punto.

El siguiente ejemplo muestra dos masas sin rozamiento unidas por un arreglo resorte-
amortiguador, y unido a la pared en uno de sus extremos

—> X1 e X 2
kl kz
AV
M M —
= ! _{i_‘ 2 | F

N

s S N

FC1 1%1 <
<~ m
. >~ = -
FC2 FO2 z
v o FK2 ¥ .
(XI) (XZ) F— sz . FCZ = MmMyX,
_Fcl_Fkl_FCZ_FkZ =‘m1551 F_kz(xZ_xl) _Cz(x-z_x.l) =m2£2

—kyx1 — 1%y — ky(xg — x3) — (%1 — %) = my %,
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Nuestro andlisis debe realizarse en cada punto de desplazamiento como lo muestra el siguiente
ejemplo en donde existe un punto x3 en donde se realiza un desplazamiento pero se asume una
masa igual a cero en dicho punto.

1
r- ) x3 f_. x2

F(t)

—>
m1x1 FK2 R m2X2
e N/ FC F
FK1 FK2 v
v —Fc—Fk, =0

—Fk; — Fky = my%, —c(X3 —Xy) —ko(x3—x,) =0 F — Fc =myX;
F —c(k; —%3) = mpX;

—kyxy — ky(xg — x3) = myX;

En el siguiente ejemplo observamos el caso en el que los extremos de los elementos se desplazan
en direcciones contrarias. Si se respeta el sentido de las flechas y los signos las ecuaciones
guedaran correctamente planteadas.

El sentido de las fuerzas FC y FK” cambian en cada uno de los diagramas, esto se debe a que
siempre se oponen al desplazamiento en el punto de analisis.
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(X1)
F1—Fy, — Fy, —Fo — Fg, = ml x1
F1-K1(X)) —B1(X,)—Cc(X, + X,) - K2(X; + X,) = M1 X1

(X2)
—F2+ Fyy + F- + Fgo + Fys = —m2 x2

F2 —Fy, —F. —Fg, — Fy3 = m2 x2 kCambiD de signos)
F2 —K2(X, + X)) — C(X, + X,) — B2(X,) — K2(X,) = M2 X2
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En el siguiente ejemplo el rozamiento se da entre 2 superficies en movimiento. Note que en el
analisis de fuerzas, la magnitud de las fuerzas de rozamiento depende de los desplazamientos de

las superficies correspondientes pero que ademas es visto desde el punto de analisis. Esto resulta
muy importante para plantear de forma correcta las ecuaciones dinamicas

= (x3)
4 K, I N'm 1 5
] s KN !
1 COUC : W= 1 kg | b2~ 1 N-s/m AN «<—
; bi=INel——al - o v o e > Fb2
- 4 1 } Fbl
- ..~ 1 N-s/m
T — nss
. I A I N'm FK1
b e e e s s . s e e e e e . e e — . 4
= A

Frctionless

- (2 S
(X1) (X2)
S &
B N N -
" Fbl
% E
— < Fb2 Fc
mx1l Fc ﬁ\ =
mi2 FK3
FK2 FK3
e - T
W W

- (1) -
S0 — (K, — X)) — (X, — X)) — 1(Hy — X)) = ¥
- (X2)
F_FEE_.F::_FBEZTHEE
F — 1(}{2 —_— Xj_) - 1_(..&;2 — }Erl:} —_— l(}‘.-rz — ..fg:} — j'fz
= [X3)

—Fgry — Fgyg — Fga> = m-"-’a
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El siguiente ejercicio es bastante interesante ya que vemos una masa que se mueve dentro de
otra. Por efecto del rozamiento 1y 2, al parecer la estructura externa se mueve también, la que a
su vez tiene un rozamiento con la superficie del suelo. Asi pues vemos como se trabaja el
rozamiento entre superficies que se mueven y otras que no. La masa 2 sufre el efecto de 3
rozamientos y la masa 1 el efecto de 2. Adicionalmente los elementos Ky C sufren
desplazamientos diferentes en sus extremos pero en la misma direccion segun lo plantea el
grafico.

—t x, (1) e x5(1)
fpq= 1 N-s/m Loy K= 1 N/m
- ; FaTaTaTa)
=:—0000®
fl) —————of M, = | kg . - M= | kg
: b fcz l N“/m
Jpo=1 N-s/m [ = : 1 Spa= 1 N-s/m
3} r

)

(1 (x2)
—> — =
) A | PR
*FB1 M1 X1 FB1 | moxo
——= | ¢ € |le—
F FK FB2 | = FK
T —-
B2 |<rc FB3 |<rc
- — -~ —=
' af W
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(X1)

(X2)

F-K&X, —-X,)—-c(X,—X,)—B1(X, - X;) —B2(X, - X,) =M1X1

—K(X, —X)—Cc(X,—X,)-B1(X,—X,) — B2(X, — X,) — B3(X,) = M2 X2

El siguiente ejercicio utiliza un actuador (Fa) que aplica una fuerza controlada de igual magnitud
sobre las masas m1y m2. Adicionalmente la fuerza que ejerce la carretera (F Road) aparece como

variable en las ecuaciones.

M
Fa |mix1 rk2
{Kl} ]~ A \\'
M ..
Fa FK2 | m2X2 FC1 FK1
r""'k
)| ||
_ " PR
< >
W
Fc1 /A FK1 FRoad
/M
(X3) l W
< >
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* (X1) .
Fa — Fg>; = mlxl

Fa — HZ(X]_ _Xz) = m]_x:l.

* (X2) .
—Fa — Fgy — Fgy — Fgp = myX,

—Fa —K,(X; — X;) — K;(X; — X3) — Cl()i'z _).(3) = m,X,

* (X3)
—Fpy —Fgy + Fr=0

- Cl(XEr _Xz) _Kl(Xg _Xz} -|-.F’-'" =0

1.2. Sistemas mecanicos rotacionales

Podemos clasificar los movimientos de los cuerpos en el espacio como lineales o rotaciones.
Cuando se transmite y transforma un movimiento existen diferentes opciones mecdanicas que
permiten saltar de movimientos lineales a rotaciones o viceversa como un sistema biela-manivela
o pifidn-cremallera. De igual manera cuando se utilizan mecanismos como las poleas, las ruedas de
friccion o los engranajes se genera una transmision y transformacion de movimiento que, aunque
se pasa de un movimiento giratorio a otro giratorio, se pueden lograr cambios en la velocidad de
giro, sentido de giro y momento angular de fuerza. A continuacién se da una explicacion mas
detallada del comportamiento y utilidad de este tipo de mecanismos que transforman
movimientos giratorios a giratorios variando dichas magnitudes y sentidos vectoriales

Cuando la fuerza es perpendicular al vector de distancia el torque es simplemente la magnitud de
los vectores distancia y fuerza. Cuando los vectores: distancia y fuerza no son exactamente
perpendiculares (90°) aparece un angulo en la fuerza que proporciona la componente
perpendicular entre fuerza y distancia o en su defecto. El torque en este caso puede ser visto de
forma practica como la componente cosenosoidal del uno de los 2 vectores. Cuando el angulo (u)
es de 0° 0 180° el torque es igual a 0 dado en la definicidn de un producto vectorial
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Cuando la fuerza es perpendicular al vector de distancia el torque es simplemente la magnitud de
los vectores distancia y fuerza. Cuando los vectores: distancia y fuerza no son exactamente
perpendiculares (90°) aparece un angulo en la fuerza que proporciona la componente
perpendicular entre fuerza y distancia o en su defecto. El torque en este caso puede ser visto de
forma practica como la componente cosenosoidal del uno de los 2 vectores. Cuando el angulo (u)
es de 0° 0 180° el torque es igual a 0 dado en la definicion de un producto vectorial

En los sistemas mecanicos rotacionales las variables son los Torques T(t) los desplazamientos
angulares 6 (t). Estas rotaciones producen a su vez velocidades y aceleraciones.

T(t); Torque = 0(t); Desplazamiento angular

Q(t) =0 , Desplazamiento

aé .

- = W(t) =0 ; Velocidad angular
dt

d*6 s

F — a(t) = X , Aceleracion angular
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Mecanismos que transmiten torque y velocidad angular.

Ruedas de friccion. En este mecanismo se produce que la rueda a la que se transmite el
movimiento giratorio gire en sentido contrario a quien produce el movimiento

Inversor de giro

o T
rueda ?( . I“} rueda
conductora /_ i ———
e

ej'e Eie h"xa.\_‘
conductor conducido

En la transmisién de movimiento es posible obtener un cambio en la velocidad de giro (velocidad
angular W) de la rueda a la que se transmite el movimiento y asi mismo es posible cambiar en ella,
el momento de fuerza (torque T)) sobre el eje de giro.

it (1 diametro d2 D1/d2 = W2/ W1

conductor
conducido

Velocidad del D1 f'd2 T1 sz

conducido W2

Torque del
conductor T1

Velocidad del

conductor W1 conacito T2 W2/W1=T1/T2

La relacion de transmisidén y cambio en los vectores de velocidad y torque son proporcionales a la
relacién de diametros de las ruedas. Siendo esta relacién de diametros inversamente proporcional
a las velocidades de giro D1/d2= W2/w1 y la relacidn de los momentos de fuerza en los ejes
directamente proporcional a la relacién de didmetros D1/D2 = T1/T2

Polea-correa. Este arreglo mecanico permite transmitir un movimiento rotacional de un eje a otro
por medio de una correa. Permite modificar tanto la velocidad de giro (velocidad angular W) como
el momento de fuerza (torque T), y esta relacion de transformacién es directamente proporcional

a la relacién entre los didmetros de las poleas. La fuerza de rozamiento de la correa con las poleas
es la que permite que el movimiento se transmita entre ellas.

Mismo sentido de giro. Inversor de giro

/ 7 I.ff. N
e OO

Ing. Juan Carlos Vizcaino Aponte




Dado que la transmisidn se produce por medio de una correa esta puede ser adaptada de
diferentes formas lo que permite que el movimiento circular se transmita en el mismo sentido o
en sentido contrario

diametro D1 -
P diametro d2 D1/d2 = W2/ W1
\ conducido
Torque del Velocidad del D1 ld2 - T1 /T2
conductor T1 conducido W2
Velocidad del

conductor W1 I::\((‘i:ii:zlﬁ’ W2 / W1 = T1 / T2

Acoplamiento muitiphc ador Acoplameento reductor Acoplamiento mixto Sisterna multiple

NODIC O

Al igual que las ruedas de friccién el modelamiento matematico afirma que la relacién de
didmetros es inversamente proporcional a la relacién de velocidades D1/D2= W2/W1, y la relacién
de didmetros es directamente proporcional a la relacién de momentos de fuerza en los ejes de
giro D1/D2 = T1/T2. Podemos decir que tenemos sistemas multiplicadores o reductores de
velocidad. Asi como sistemas mixtos que brindan especificas cualidades de sentido de giro y
relacién de magnitudes vectoriales de velocidad y torque

Engranajes. Los engranajes son similares a las ruedas de friccidn, pero en este caso cada una de las
ruedas tiene dientes uniformes que se acoplan perfectamente de una rueda a la otra. Produciendo
un mayor acople entre ruedas. En este mecanismo la transmisidn de velocidad y torque se da por
la fuerza que ejerce el diente de la rueda conductora contra el diente de la rueda conducida. Es
indispensable que las caracteristicas de los dientes de las ruedas tengan las mismas caracteristicas
que garantizan que se mantenga el acople y el movimiento. En este caso la cantidad de dientes de
cada rueda es proporcional al diametro, pero la relacidn de transmisién estd dada por el numero
de dientes que posee cada rueda. De tal manera que la transmisidn de velocidad entre una rueda
y otra es inversamente proporcional al nimero de dientes (N) de las ruedas N1/N2=W2/W1yla
relacién de los momentos de fuerza en los ejes directamente proporcional al nimero de dientes
N1/N2 =T1/T2
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Engranaje reductor  Engranaje multiplicador N1/ N2

W2/ W1

N1/ N2

T1/T2

W2/W1 =T1/T2

Multiplicador encadenado Reductor de dos etapas

La figura muestra diferentes arreglos de engranajes con los que se logra tanto transmision de
velocidad como de torque asi como inversiones de giro en los movimientos.

Tornillo sin fin-corona. El mecanismo tornillo sin fin-corona es una aplicacién de los engranajes,
pero permite una transmision de fuerza y movimiento circular entre ejes perpendiculares. Este
tipo de transmisién hace que, por medio de un tornillo sin fin, una corona (engranaje) cuyos
dientes encajan perfectamente en el paso del tornillo sin fin genera la transmisién de movimiento.
En este caso se especifica cuantos dientes de corona pasan en un giro del tornillo para calcular las
relaciones especificas. Con este mecanismo, se logra transmitir torque y velocidad con relaciones
de transmisién muy elevadas.

T2

w2 N1 /N2 = W2/WwW1

corona

N1/N2 = T1/T2

T W2/W1 = T1/T2

wW1 Tornillo sin fin
N1 = Numero de dientes de corona x giro del tornillo

El tornillo sin fin corona funciona igual que los engranajes pero las relaciones de transmisién que
logran conseguirse son bastante elevadas dedo que N1 es mucho menor en relacién a N2

Cadena — pindn. Andlogamente a las ruedas de friccion y las poleas esta aplicacion de los
engranajes permite que no exista contacto fisico de las ruedas dentadas, y la transmision de
movimiento se realiza por medio de una cadena. Los eslabones de la cadena encajan
perfectamente en los dientes de la rueda dentada y esto permite hacer un acople entre los dientes
de cada rueda. Las relaciones de Maestria en Tecnologias de la Informacién Aplicadas a la
Educacion — MTIAE 78 Facultad de Ciencia y Tecnologia Departamento de Tecnologia velocidad y
torque se conservan al igual que en los engranajes y dependera del nimero de dientes de cada
rueda.
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Cadena
! Pinén
conducido

o N1/ N2

Pifnén conductor

W2/ w1

N1/ N2 T1/7T2

W2/W1 = T1/T2

Eje conductor

El mecanismo de cadena pifién es funcionalmente tal como los engranajes, pero la transmisidn es
por medio de una cadena. A diferencia de las poleas unidas por correas, aqui se evita la friccion
con lo que se hace mas confiable y estable el sistema

Elementos presentes en sistemas rotacionales
1.2.1. Constante elastica

Cuando a un resorte, que posee una constante elastica k, le producimos un desplazamiento en
uno de sus extremos, este genera un torque que reacciona a ese desplazamiento.

|W\7VW
De manera que el resorte genera una fuerza opuesta al desplazamiento en sus extremos
- WVW

F=K.(01=69) F=K(02=-61)

La magnitud de la fuerza que ejerce el resorte a partir del desplazamiento de sus extremos es:

1.2.2. Damper

Se forma similar a un amortiguador (movimientos lineales), este elemento aparece como una
oposicion al movimiento, pero dependiente de la velocidad angular. Cuando a esta propiedad, que
posee una constante “b”, le producimos un desplazamiento en uno de sus extremos, este genera
una fuerza que reacciona a la velocidad de ese desplazamiento.
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1.2.3. Rozamiento

Cuando una superficie entra en contacto con otra se produce un rozamiento que a su vez genera
una fuerza por rozamiento que se opone al desplazamiento, y su magnitud depende de la
velocidad con que ocurre dicho roce.

1.2.4. Ejemplos

La 2 ley de newton especifica que en un sistema dindmico la sumatoria de torques es igual a la
inercia multiplicada por la velocidad angular.

TB TK

T B T—TK—TB:jé ‘9 ‘,Je
T —K(®B) —B(©) —J6&
T —3(B8) —8(8) =286

’:’ﬁf‘ T ey, By Tale) ey, B3 ;b;’

Z i Z

:/’1 K T Ka :f/
e

A I 7

Z ‘ L7J Z

Z 8 Z

Z : s Z

o e e o e i o ! o o o o o e //VW/// A

Ti!1 Ti“ sz TK2 TK3 TB2
’91 ; J161 ’92 ‘ J2B82
T1—Tyxy —To — T = J161 T2 —Tyxy — Txa — Ty, = J2 62
T1-K1(01) — K2(81 — 62) — B1(81) = J1 61 T2 — K2(02 — 1) — K3(62) — B1(62) = J2 62
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En el siguiente ejemplo apreciamos un arreglo de engranajes o ruedas de friccion. Al hacer el
analisis dindmico tomamos en cuenta que el torque se aplica en la inercia J1 y de alli el rozamiento
B se opone al desplazamiento, asi como el elemento en donde se transmite un torque (Tx) que
también se opone. Al observar el desplazamiento de la inercia J2 se observa que el
desplazamiento lo produce el torque transmitido (Tx) y alli se opone la fuerza elastica del
soporte(K). Dado que existe una inversion de giro y que los desplazamientos de las inercias son en
direccidon contraria es importante que se establezca cual sentido se maneja positivo y cual
negativo, la importancia radica en tomar la fuerza de la inercia en el sentido del desplazamiento y
las demas fuerzas en el sentido referencial con dicho movimiento. Las ecuaciones serian de la

siguiente manera.
TX T'K
iez i Jzéz

Ty — T = J2 62

™ TX ..
Tit) i T —Tg —Ty =J161 Ty — K(92) =J2 062

T —B(01) — Ty =J161

‘ S ; J161
Dado que el torque transmitido (Tx) no es variable externa de entrada debemos expresarla en
términos de las variables de desplazamiento y entrada T(t) definidas en el modelo, y recordando

que los radios R1 y R2 son conocidos (constantes en el sistema). De esta manera las ecuaciones
dindmicas quedarian de la siguiente manera:

(61)
(62) T—B(61) — Ty =J161

Ty =J2 62 + K (62) =>| T—B(61) —[J262+K(82)]=J161 I

(62)
Ty — K(02) = J2 62

TR2
r.  TR2 _
= L2 |:>‘ ——K©2) =262
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El siguiente ejercicio realiza la ecuaciones pero tomando la velocidad angular como la variable de
modelamiento en el arreglo de engranajes en donde la relacidén de transmisidn se trabaja en
funcién del nimero de dientes N1y N2.

?’-}' "\r!

“Saac% Q2D

192
J2 v2

Tm —Tg, — T, = J1V1 T, — T, = J2V2

Tm—B1(V1) —T, =J1V1 T, —B2(V2) =J2V2

A fin de plantear nuestras ecuaciones en funcién de las variables de giro, los elementos de torque
T1y T2 deben expresarse en términos de los elementos de giro y las variables de entrada.

(61)
Tm—B1(V1) — T, =J1V1
T, N1 _ T, N1 .
v - =2 Tm_B1(v1) - 2— =111

De (02)
T, =J2V2+ B2(V2) I:> Tm — B1(V1) —%[}2 V2+B2(V2)]=J1V1

(62)
T, —B2(V2) =J2V2

TNZ
: |=:::--1r"1

—B2(V2)=]2V2

De (061)

T, =Tm—B1(V1) —J1V1[> ﬁf[m B1(V1) —J1V1] - B2(V2) = J2 V2
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1.3. Sistemas mecanicos mixtos

Las Fuerzas F(t) y los Torques T(t) pueden ser generados por diferentes factores. Por ejemplo una
Presidon puede generar una Fuerza a partir de la relacién Fuerza = Presion x Area.

Cuando tenemos sistemas mecdnicos que incluyen movimientos, tanto lineales, como angulares,
existen unas relaciones que pueden beneficiarnos para el andlisis matematico y modelamiento.

a. Torque = distancia x Fuerza

T=dxF

b. Desplazamiento = radio x Angulo

X=rx®o

1.3.1. Ejemplos

En el ejemplo de banda transportadora, vemos la banda como una elasticidad de constante Ky alli
debemos realizar traslados de movimientos angulares a lineales y viceversa para poder realizar el
modelo en términos de una entrada T(t) que simula el torque de un motor y los desplazamientos
angulares de cada rodillo. Si asumimos que R1 = R2 el torque producido por esta fuerza elastica es
la misma en cada extremo (TK).

x1=R18, x2=R2 8,
motor | K
T ANAAAAAAA-
T(t) TK

1"
911»11@1 R/ 'ezfdzéz

6,

TK

Tm—Ty = J161 Ty =J262
Tm-FkR1=]161 —FkR2=]262
Tm-K(X1-X2)R1 =161 ~K(X2-X1)R2 =262
Tm-K (R161-R202)R1=J161 —K(R262-RL01)R2 =262
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El siguiente ejercicio propone encontrar una ecuacion que relacione el torque del motor T(t) y el
desplazamiento de la masa X(t). Un motor acoplado directamente a una transmisidon donde se
desprecia la inercia de las partes. Luego un arreglo pifién-cremallera. Se propone en el pifién una
oposicion tipo damper (D) que da una oposicidn a la rotacion que depende de la velocidad
angular.

Motor '

\.\ :()‘
T2 =_N2 T(t) —= 7 " Ideal
N1 ggcur 1:1
T2 TX TD ‘x ‘FX
i ' ' W-1kg 4 l X(t)

R T

T2-DO—-TX=] FX—C(X)=mX

Luego de tener las 2 ecuaciones las podemos fusionar y eliminar las variables no deseadas como
T2, TX, FX y B, para dejar la ecuacién deseada en términos de T(t) y X(t).

(©)
T2 —DO —TX =] 6 == TZZ%T@) y TX =FX(R)

N2 : .
ASI: = T(t) — D6 — FX (R) =] 6

(X)

FX —C(X)=mX C=f= FX=mX +C(X)
N2 . § _ i}

Asl: = 7()—Do0—[mX +c(X)JR) =76

N1

FINALMENTE: > X = R0 X=R6 X =R6

vast |2 1@ —p% —[mx +c(O)® =1 %
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En el siguiente ejercicio encuentre las ecuaciones para la dinamica en 61, 62, 83, X(t) y T(t)

En el siguiente ejercicio encuentre las 3 ecuaciones dinamicas que relacionan X1, 81 y X2

FK2 FK3 FK4 FB

e LA

*3&5& e

=
=

’,ﬁ *m X1 *!m
!
\ﬂPEm}
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FK1 = K1 (X1-X')

@ X' = R1591
FK1 =K1 (X1- R181) W1 = M1(g)
TK1 = R1 FK1 TK2=K2 (81-8"
TK1 = R1 K1(X'- X1) . X2
X' = R181 ©- R2

TK1 =R1 K1(R181- X1)

TK2=K2 (81- 22

R2
TK2
FK2 =
R2
_K2(©'-B81)
&2 T e
- K2 {%— B1)
FK2 = W2 =M2(g)
R2

Finalmente las ecuaciones dinamicas en funcion de X1, 81 y X2 quedarian de la siguiente manera:

(x1)
W1 — Fp, = ml1 X1
ml(g) — K1(X, —R161) = ml1 X1

(1)

Ty — T = J1 61

X2 .
— R1K1(R101—X1) — K2 (91 _E) =J161

(X2)

W2 — Fyo — Fig — Fga — Fg = m2 X2

X2
K2 (2% —81) 3}
*’3?22 _ K3(X2) — K4(X2) — B(X2) = m2 X2

m2(g) —
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1.4. Sistemas nivel de liquidos en tanques de mezclas

La presion ejercida en un fluido estatico depende solamente de la profundidad del fluido, la
densidad del fluido y la aceleracién de la gravedad. La presién en un fluido estatico, aparece por el
peso del fluido, y es dada por la expresion:

p == = densidad de fluido

Presion = pgh donde g = aceleracion de la gravedad
h = profundidad del fluido

La presidn ejercida por el peso de una columna de liquido de drea Ay altura h no depende de la
forma de la masa o el area se la superficie que contiene el liquido. La presion dependera
Unicamente de la altura h para un mismo fluido.

V =h.A =Volumen r A
A peso=m.g
T resion = peso _m9 =&= h
P area A A Pg h1 h2 in.ls
</ P3=p.gh3
h h h
q:, P2=p.g.h2
pgh
1 N VL ) <3 p1-pam
CAUDALQ
PRESION o e presion
MAYOR MENOR

Por otra parte, cuando se presenta una diferencia de presiéon se genera un desplazamiento de
fluido lo que se conoce como caudal. Este caudal depende a su vez de la friccidn que el liquido
tiene con la tuberia, razén por la cual aparece el concepto de resistencia hidrdulica, que de forma
andloga a los circuitos eléctricos es una oposicién al paso del fluido. Este concepto simplifica 'y
facilita los calculos de redes hidraulicas en tuberias. Esta resistencia aparece como constante y
depende del liquido que se moviliza asi como de los factores propios de los materiales de los
canales de transporte.

De esta forma podemos realizar un modelamiento matematico de la variacién de volumen en
tanques interconectados por tuberias, teniendo en cuenta que la presidn atmosférica se
transforma en la presion de referencia (P=0) y que existe la resistencia hidraulica que en su
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definicion incluye las propiedades del fluido que se esta movilizando. Adicionalmente la presién
depende una y exclusivamente de la altura.

ﬁﬁ

h1
GAUDALQ

R
pﬂfsm e Y
| ——e—r

h2

Dommme

Q -h1-h2

R

De esta manera aplicamos la siguiente condicion dinamica para encontrar un modelamiento
matematico. Donde la variacion de volumen en un tanque es igual a la sumatoria de caudales que
entran, menos los caudales que salen.

Elvolumen V' = A .h dado que el 4rea A es constante entonces

dV dh dh
EZA'E A_E=ZQentra—ZQsa£e

1.4.1. Ejemplos

qi(t) dh(t)
—e =,]'] . AT = Ah ql(t) QO(t)

1 e qo(t) = %
h(t)

dh(t) h(t)
A-"’rl N v A =Ah =00 -

R q,()
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Tangue 1 Tanque 2 < Ak =qi—q,
i / _hi—hy _h
I h/ = Rl ) g RZ
. h,—h
ht h2 . =_ 1 2
' R1 i R2 Ay R,
At I AZ |
== — e ' _&]: = . hl _h,z hz
—_— q2 - Azhz —_ e
q Ry R,
. Alh. =
Q(t) ;
—-_,I « A2h; =Q—q1—q;
. hz _ hl _ h2
L ] = _——
| | I R
hf h2 . - h2 - hl
Al ‘ ; A2 ; I
T . hz - hl hz
e [ ™ A h = - _——_—
g q2 2hz =Q Ry R,
Q (1) :
——— « Athy =Q—q,
—.I .
« Azh, =q1—q>
1
h =R,
) R7
‘ ; hs
AT * 42 = R_z
e
a7 - . hy
I‘ « Athy =Q — R_1
h2 o g R
2Ny = 5= — 45—
A2 | Ry R
L
i
qg2
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Qa(t) Qb(t)

— = - ——
1 T f
h1 h2 h3
Ldj_ll 2 iz i A3
I % = Rt B N

e T qs R,

“=R R h

+ A4 |

~ ot T

“gd
, , hy —h
Ay = Q0= @ e Aihy = 0y~ (=)
1

.  hy—hy, hy—h, h
Ayhy =q1 + G, — G5 & Ayh, = 1R 24 3R 2—R2
1 2 3

h,

: : h
Ashy = Qp + q; wf Ash; = Q) + 3R
2

. h, h
Aghy = Qe+ q3— 44 .x‘414}h;—Q,;.+——R—j’l
Rs Ry
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1.5. Sistemas térmicos

La pérdida de calor (C) en un tramo puede expresarse como:

q(t)

C=Cvxq(t)*[Ti(t) = Tf(t)]

Donde:

C = perdida de calor

Cv = calor especifico volumétrico
q(t) = Caudal

Ti(t) = temperatura de entrada
Tf(t) = temperatura de salida

En un tanque de volumen (V) al que se aplica un flujo volumétrico (qi) con una
temperatura de entrada (Ti) y tiene un flujo de salida (gf) con una temperatura de salida
(Tf), podemos hacer un balance de energias de la siguiente manera.

Ti(b). gi(d)

TR(E)

Ta(b)

TF(i), af(t)

—

Dado que la suma de energias que entran a un sistema es igual a la suma de energias que
salen.

La energia producida por el flujo de entrada esta dada por la ecuacién:

h.T;(t) .q;(t)

Donde h es el calor especifico volumétrico que es igual al calor especifico por densidad del
material.

h.T;i().q;(t) = Cp.p.T;i(t) . q;(t)

Ing. Juan Carlos Vizcaino Aponte



En el tanque de la figura podemos decir que la energia que entra producida por el flujo qi
es igual a la suma de energia que sale del fluido gf, mas la energia que sale por ley de
enfriamiento de newton, mas la energia que sale como perdida de energia dentro del
tanque.

d T (t)

Cp.p.Ti(t).qi(t) = Cyp.p.T(t) .qe(t) + Uy . A.[T(t) —T,() |+ C,.p.V. Tt

Donde:

Ti= temperatura del fluido a la entrada

Tf= temperatura del fluido a la salida

Ti= temperatura del fluido en el tanque

Ta=temperatura ambiente

Cp = calor especifico del fluido

Cv = calor especifico del fluido en el tanque

P = densidad del fluido

Uo= coeficiente global de Newton para ley de enfriamiento
A =area

V =volumen

Si asumimos que la temperatura en el tanque es igual a la temperatura a la salida, es decir

que si T (t) = T(t) entonces:

d Tr(t)
dt

Cp.p.Ti(0).qi(0) = Cp.p. Ty () .qp(8) + Ug . A.[Tr(®) —T,(D) |+ C,.p.V.

Ahora asumimos que el aislamiento del tanque es tal que no existen perdidas por
temperatura ambiente y asi:

d Tr(t)

¢ dt

Si el caudal de entrada es igual al caudal de salida y adicionalmente es constante entonces
podemos denominar la contante K1 como:

C

p P -qi(t) = Cy.p.qr(t) = K1 (constante)

Y por su parte si el volumen en el tanque es constante denominamos K2

C,.p.V = K2 (constante)
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Obtenemos la siguiente ecuacién dindmica del comportamiento de las temperaturas en el
tanque.

K1.T;(t) = K1.T¢(t) + K2 .d ’Zt(t)
d T¢(t) B 3
K2 ek K1.T;(t) — K1.Tp(t) = K1. [T;(t) — Tr(®)]
Modelo dinamico de un tanque con calentamiento
Ti(t), qi(t) Ta(t)
R

resistencia termica
del tanque

TH(i), af(t)

Basado en el modelo de energias planteado, para el tanque de calentamiento podemos
decir que:

El cambio de calor dentro del recipiente es:

dTe(t)

C,.p.V.
Up dt

La pérdida de calor en el proceso esta dada por energia de entrada menos la energia de
salida:
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Las pérdidas de energia con el medio ambiente podemos expresarla también en términos
de la resistencia térmica (R) del tanque como:

Up . A.[Tr(®) = To(®) ] = [ 7:® ; To(®) |

De esta manera podemos proponer una ecuacién que represente el cambio de calor
dentro del recipiente como las perdidas de calor en el proceso, mas el calor que entra Q(t)
menos las perdidas con el medio ambiente obteniendo la siguiente ecuacion:

[T;(0) - T.(®) ]
R

dr,
dt(t_) =Cp.p.Ti(®) .q(t) = Cp.p . Tr(1) .qp () + Q1) —

C,.p.V

Si asumimos que R—-> oo entonces las perdidas por el ambiene serian igual a 0

dT,(t) _

C,.p.V. T p P -Ti(t) . qi(t) — Cp.p.Te(t) .qp(t) + Q(2)

Si el caudal de entrada es igual al caudal de salida q;(t) = q;(t)

dT.(t)
dt

Cv-p-V- Cp-p- Qi(t) [Ti(t)_ Tf(t)]+Q(t)

Sea el volumen (V) constante y g;(t) constante asuminmos las constantes K1y K2 como:

C

p P -qi(t) = Cy.p.qr(t) = K1 (constante)

C,.p.V = K2 (constante)

Finalmente asumimos que la temperatura de salida es la misma que la temperatura en el
tanque

T,(t) = Tr(0)

Entonces:
d Ty (t)
Cop-V.—==Cpop. g [T(0) = T;(O]+Q)
d T¢(t)
K?2 T = K1. [T;(t) — Tf(t)] + Q(¢t)
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1.6. Sistemas hidraulicos o neumaticos

En el caso de la hidrdulica o la neumatica de actuadores encontramos una relacion directa
entre fuerzas y presiones que nos permiten encontrar relacién entre variables, basados en
la conservacién de la energia o potencia:

F(t) *x v(t)

Po(t) ~ qo(t)

Pi(t) = qi(t)
Pi(t) xqi(t) = F(@) *xv(t) = Po(t) x qo(t)

Dadas las premisas del sistema podemos encontrar relacién entre variables

Fi() =Mdx2/dt2

Fi(t) = Pi(t) * Ai(b)

Pi(t) PD("’.} =0
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Relacionado potencias...

qi(d) = Ai = v(b)

qi(t) = v(b)

qi(t) = Ai = v(t) Po(t) = F;
Pi(t) = F(t
» Tl-l F(t) % V(t) QO(t) = Ao * V(t)
Al
-~ Po(t)* qgo(t
Piy*qi) = F®*v() o)
Pi() = F(;t! Po(t) = F ;
Pih= A1 = F@® = Po(l) = Ao
Relacion de Po(t) - PN
Presiones Pi(D) Ao

qo(l) = Ao = v(i)

qgo(t) = v(d)
“Aoc

Al o
Relacion de qi(®) — Ai
velocidades qo(d) Ao
qi®) - Ai _Po®
qo(t) Ao Pi(o)
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1.6.1.Ejemplos

Ao

Fi(t) =
— IA 4 ‘& _" A Y AA v ..fﬂs o ;ﬁ =2 Aﬁ& o

Ai fovs o Masa

Fi(t) = Pi(t) * Ai(t)
Pi(t)

Masa

Fi(t) = Pi(t) * Ai(t)

Pi(t)
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Fuerzas constantes que aparecen dadas por el peso de las masas y su relacién con la
gravedad. W=m.g
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1.7. Sistemas eléctricos

Ley de ohm
Voltaje R Vaitaje
mayor menaor

AN

Corriente (1)

Componentes eléctricos basicos

ip (1) i, (D i (1)
D —— —h—
+ +
ve (0 R ve () CF
i) : ﬂ'"

Para desarrollar el modelamiento matematico de este tipo de sistemas aplicaremos las
leyes de circuitos de Kirchhoff. En donde:

La sumatoria de voltajes en una malla cerrada es iguala 0

Z Voltajes = 0

Y en un nodo, la suma de corrientes que entran es igual a la suma de corrientes que salen.

z [ entran = Z [ salen

Utilizando elementos pasivos como fuentes de voltaje o corriente y resistencias, en
conjunto con elementos que almacenan energia como son el condensador y la bobina,
encontramos modelos matematicos que se asemejan a sistemas mecanicos, térmicos, etc,
en cuanto a su tipo de respuesta.
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1.7.1.Ejemplos
R L R L
—_— /\\/\//\\/_ AN N ey * 'l.v"lﬂl".,‘.-ﬁ 7 YY Y — t
+ VR - + VL -
Vilt) C ) —— Vt|van () ve— Vil
i v it il v i -
¥

En la malla cerrada decimos que la suma de voltajes es igual a =

—Vs(t) +R.i(t)+ L. —+ — f i(t)dt =

Derivando a lado y lado de la ecuacién
dVs(t) di(t) d?i(t) 1
- R. L. —.i(t) =
dt * dt * dt? * C w=0
dVs(t)

dl(t) dzz(t)
dt +L. dt? i) = dt

Si se busca una relacion entre la entrada Vs(t) y el comportamiento del voltaje Vc(t)

(voltaje en el condensador) tenemos que:

Voltaje en el condensador esta dado por:

1
- J i(t)dt = Ve(t)
C
Si derivamos en ambos lados de la ecuacidn con respecto al tiempo podemos encontrar

las siguientes igualdades:

1 . d Ve(t)
E . l(t) = dt
ity = ¢.2 ‘;Ct(t)

Derivando nuevamente la igualdad encontramos que
di(t) c d? Ve(t)

dt 7 dt?
d*i(t) c d3 Ve(t)
dez2 7 dt3
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Asi remplazando i(t) en términos de Vc(t) obtenemos que:

d? Ve(t) d3Ve() 1 _dVe(t) dVs(t)
C'—dtz +L.C.—dt3 + E.C. a it
d Ve(t) d? Ve(t)
RCZ 4L .o 4 yer) = Vs(e)

dt T dt?

Al hacer este analisis encontramos que el condensador C es influenciado analiticamente
por 2 corrientes |1, 12. Al finalizar el andlisis la corriente del condensador serd 11-12 o en su
defecto 12-11: esto dependerad del signo resultante, pero la magnitud serd el valor absoluto
de la diferencia (]11-12]).

De igual manera, el diagrama de voltajes tiene una polaridad, esta polaridad la
establecemos en el sentido de la corriente diciendo que por el elemento que pasa polariza
positivo (+) por donde entra y negativo (-) por donde sale. La polaridad de las fuentes de
voltaje se mantiene tal como se establece en un principio y no depende de la direccién de
las corrientes.

Debemos encontrar, tantas ecuaciones de malla, como corrientes hemos planteado en el
circuito.
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Malla 11:

La sumatoria de voltajes debe tener en cuenta que los elementos que en sus andlisis se
afectan por 2 corrientes deben aparecer reflejados en la malla por su afectacion externa

—Ei(t) +VR1+VC = 0
—Ei(t)+R1.i1(t)+% .Jil(t) dt—% .JiZ(t) dt = 0
—Ei(t) + R1.i1(¢t) +% .f[il(t) —i2(t)]dt=0

Malla 12:

VR2+VR3+VC = 0
1 1
R2.12(0) + R3.:2(0) + 7 .fzz(t) dt -~ .fil(t) dt = 0

R2.12(6) + R3.12(t) +% .f[iz(t) —i1(0)]de = 0

Finalmente, para encontrar todas las ecuaciones referentes a este ejercicio, se establece
la salida o elemento de analisis el voltaje de salida Eo el voltaje que cae en la resistencia 3

Eo(t) = R3.i2(t)

Ing. Juan Carlos Vizcaino Aponte



De esta manera las ecuaciones que describen el modelo son:

_Ei(t) + R1.i1(t) +% .f[n(t) _i2(0)]de = 0

R2.12(¢) + R3.12(t) + % .f[iZ(t) —i1(0)]de = 0
Eo(t) = R3.i2(t)

1.8. Sistemas electromecanicos

Podemos hacer un modelo matematico de un motor.

A i A W | .h‘

Sea un motor eléctrico un gran bobinado que funciona con efectos electromagnéticos, el

esquema del motor muestra que al aplicar un voltaje, la energia eléctrica se convierte en

energia mecanica, pero tiene en cuenta las pérdidas de energia eléctrica que se dan en el

bobinado. Resistivo porque todo cable tiene una resistencia dada por la longitud (l), la
p.1l

resistividad (p) y el area transversal (A) > R = T ; Einductivo, la inductancia L del
bobinado propiamente del motor.
R |
L A B L - . T l"
#WR- WL~ = -
. e b .
- ' - -_ -
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La malla para la corriente i sera:

V(@) +R.i(t)+L

—V(@)+VR+VL+e(t) =0

74‘6(1:) =0

Donde la fuerza electromotriz e(t) representa la energia aprovechada para generar el

movimiento.

La potencia eléctrica esta dada por una relacién directa entre el voltaje y la corriente,

Pe=V.I

Aunque en los motores existen variaciones segun el tipo de motor que se utilice, pero en
general establecemos que esta potencia eléctrica se transforma en potencia mecanica que
se da por la relacién directa de Torque por la velocidad angular.

Establecemos una relacién directamente proporcional entre las variables eléctricas y las

variables mecanicas.

La variacion de voltaje en el motor genera una variacién de velocidad en el eje por lo que

podemos establecer que e(t) = ke. W(t) donde w(t)(velocidad angular), e(t) la

fuerza electromotriz y ke una constante de proporcionalidad.

Por su parte, la variacidén de corriente genera una variacion en el torque del eje motory

podemos establecer que T(t) =km. i(t) donde T(t) refiere el torque del motor,
i(t) la corriente aplicada y km una constante de proporcionalidad.

De esta manera podemos crear un modelamiento matematico para el motor y a si mismo

para el generador.

1.8.1.Modelo del Motor

L
AAA
A FVVYV
Ty
V(t)
- 'n
v
O
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Para la parte eléctrica:
—V@)+VL+VR+Eb(t) =0

di(t) .
“V(® +L—=+Ri(t) +Eb(t) = 0

Para la parte mecanica:

d2em(t)

Tm(t) —Th = ]m T
dom(t) d?om(t)
Tm(t)—b dt = ]mT

Relacionando los 2 sistemas tenemos:
Tm(t) = km. i(t)

dom(t)

Eb(t) = ke. 1t

Y alli mis 2 ecuaciones teniendo como variables i(t) y 8(t) son:

V() + Ld;—(tt) +R.i(t) + ke. daz(t) =0
_ dom(t) d20m(t)
km.i(t)—»b at = ]mT

1.8.2.Modelo del Generador

Para la parte mecanica:
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d?om(t)
dt?

dom(t) S d2om(t)
m= Jm. TS

T(t)—Th—Tm = Jm.

T(t)—b

Para la parte eléctrica:
—Eb(t) +VR+VL+V() =0

—Eb(t)+R.i(t)+Ld;—(tt)+V(t) =0

di(t
V(t) = Eb(t) —R.i(t) — L%
Relacionando los 2 sistemas tenemos:
dom(t)
E = .
b(t) = ke 7t

Tm(t) = km. i(t)

Y alli mis 2 ecuaciones teniendo como variables i(t) y 8(t) son:

T(t) — b de’;(t) —km. i(t) = Jm .%
V() =ke. 9;’;( ) _Ri® Ld;(tt)

1.8.3.Motor con engranajes

Podemos agregar a nuestros modelos de motor y generador un sistema de engranajes y
tendriamos los siguientes modelos.
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B dom(t)
Eb(t) = ke. It

_Ei (t)+L£+R i(6) + ke . ez(t) -

Tm(t) = km. i(t)

_ dom(t) d2em(t)
km.l(t)—b dt —Tnl = ]mT
dol(t) d20l(t)
Tn2 —b P Ars

NL_Tnl NLL N2
N2 Tnz Nz TNt TAR

Despejando Tnly Tn2 de las ecuaciones obtenidas para los movimientos de

om(t) y 6L(t)

2
dom(t) J d“om(t) 1

km.i(t)—»b T LT
del(t) d?01(t)
Tn2=0»> It + Jl. 12

Finalmente, se obtienen las ecuaciones gobernantes en términos de las 3 variables

dindmicas planteadas 6m(t), 01(t) ,i(t) tenemos:

di(t) dom(®) _
—Ei(t) + L— =+ Ri(t) + ke . ——=
dom(t) N1[ dei(t) d?61(t) d2om(t)

km.i(t)—b 7 ND It

N2 dom(t) d?0m(t) dol(t) d2el(t)
—Jm.——2| —b —= = ]l.
dt dt?

Ni km.i(t)—»b T
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1.8.4.Generador

Para la parte mecanica:

del(t) d?0l1(t)
T(t) —b T—Tnl = IIT

Tn2 —»>

dom(t) m = d?om(t)
dt m=Jm. dt2

Para la parte eléctrica:

—Eb(t) +R.i(t) + Ld;—(:) +Ei(t) = 0

di(t)
dt

Ei(t) = Eb(t) —R.i(t) — L

Aplicando las relaciones:

dom(t)
dt

Tm(t) = km. i(t)

N1 Tnl N1 N2
— s —.Tn2=Tnl ; —.Tnl = Tn2

Eb(t) = ke.

N2 Tn2 ' N2 N1
del(t) d?0l1(t)
T(t)—b o gz =Tl
d2om(t) = dom(t)
Tn2 = ]m T +b dt
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Se remplaza las ecuaciones gobernantes en términos de las 3 variables dinamicas
planteadas 6m(t), 81(t) ,i(t) tenemos:

N dom(t) _ di(t)
Ei(t) = ke. 7t —R.i(t)—L T
del(t) N1 d?0m(t) dom(t)\ = d*6l(t)
T(t) —b— —ﬁ< m.— b —— >_ L—05
N2 del(t) d?el(t) dom(t) N d?om(t)
N1 T(t)—b 7t —Jl. 12 —-b T —km.t(t)—]m.T
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2. Laplace

La transformada de Laplace es un operador lineal que facilita la resolucién de ecuaciones
diferenciales. Al realizar la transformada de la place es posible desarrollar ecuaciones
diferenciales con la aplicacidn de operaciones algebraicas.

F(s) = Lo {£(£)} (s) = f e f(t) dt

Lif(t);=F(s)

2.1. Transformada de la place de ecuaciones diferenciales lineales

En la teoria de control, al realizar la transformada de Laplace, se hace posible realizar un
analisis en frecuencia, que en la aplicacidn de sistemas dindmicos permite generalizar el
comportamiento de sistemas, lo que conlleva a demostrar que por ejemplo un sistema
eléctrico tiene un comportamiento similar en sus variables a un sistema mecénico o
térmico entre otros.

De manera tal, que realizando analogias entre sistemas, nos provee una herramienta muy
util para predecir el comportamiento de un modelo a partir de otro de diferente
naturaleza.

Luego de tener el modelo matematico de nuestro sistema dinamico, realizaremos la transformada
de Laplace a estas ecuaciones para con ellas realizar tareas de control y analisis dindmicos.

Para las transformadas de Laplace diferenciales que vamos a utilizar vamos a definir la forma
genérica de hacerlo, teniendo como premisa condiciones iniciales igual a 0; mas adelante en este
libro plantearemos algunos ejercicios en donde la respuesta debe tener en cuenta unas
condiciones iniciales existentes, pero por el momento, buscaremos encontrar funciones de
transferencia en los sistemas.

L{r(0} = r(s)

dr(t)) _

T =5.f(s)
2

T =5 £0s)
a"F(t))
g (=S f(s)
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2.2. Ejemplos

Tomando ecuaciones encontradas en las secciones anteriores, buscamos la transformada de
Laplace en condiciones iniciales = 0.

F —C(}ﬂ’) = mX

dx() = d?X(t)
FO =g =m a2

F(s)—CSX(s)= mS?X(s)

F1—K1(X,) — B1(X,) —C(X, + X,) — K2(X, + X,) = M1 X1

d*X,(t)
dt?

F1(t) — K1 X,(t) — B1

dX,(t) dX;(t) dX,(t)
dt _C< | de

) —K2[ X, () + X,(©) ] = M1

F1(s) — K1X,(s) —B1S5X,(s) —C(S X;(s) + S X,(s) ) — K2[ X,(s) + X,(s) | = M1 52 X1(s)

E T(t) — D8 — [m.ﬁ? + C(ff']] (R)=]6

N2 do(t) d?X(t) dXx(t) _ o adre)
N W=D —=—m e e (B =15

N2
MT(S) —DSO(s)—[mS?X(s)+CSX(s)] (R)=]S%6(s)

2.3. Funcién de transferencia

Una funcidn de transferencia es un modelo matemadtico que, a través de un cociente, relaciona la
respuesta de un sistema (modelada o sefial de salida) con una sefial de entrada o excitacion
(también modelada). En la teoria de control, a menudo se usan las funciones de transferencia para
caracterizar las relaciones entre las entradas y salidas de un sistema dinamico.

2.3.1. Ejemplos

y _ X(s)
Encontrar la funcion de transferencia m

F(s)—CSX(s)= mS?X(s)
F(s)= mS?X(s)+CSX(s)
F(s)=X(s)(mS? +CS)
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X(s) 1
F(s) mSZ+CS

. . X(s)
Encontrar la funcién de transferencia %

2.3.2.Modelamiento de sistemas en Laplace
2.3.3.Modelamiento eléctrico con Laplace

circuito

Circuito eléctrico de una vez con la transformada

2.4 Representacion en el tiempo con Amplificadores operacionales

Los amplificadores operacionales actuando en lazo cerrado, permite generar modelos
matematicos del tipo integrador y diferencial, de manera que con ellos podemos ya realizar
montajes electrénicos que simulan el comportamiento de sistemas dindmicos lineales.
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3. Representacion en diagramas de bloques

3.1. Reglas para la representacion en bloques

La representacion en bloques nos permitira organizar y presentar el sistema de otra

manera. Asi mimo podremos utilizar un software como MATLAB para modelar el sistemay
verificar el comportamiento de las variables.

a. Bloque de ganancia

u(r)

ol K » v(t)=Ku(t)

b. Bloque derivador

“(l) d

— =

at) X0 [ 20

ed ' |

c. Bloque integrador

u(t T t xfx) )
(L-| I’—-. y(l)=£u(()d1 — . —————

d. Bloque de suma

u(r) ++>_’ v(t)=u(t)+ x(,)
x(1)

Ing. Juan Carlos Vizcaino Aponte



3.2. Representacion en el tiempo

Para la representacion en bloques.

-Fcl-Fk1=M1¥1
-X1-1(X1-X2)=1%1
K1-X14%2=91

X2

F (t)-Fk1-Fk2-Fc2=m2¥2

F (t)-1{¥2-X1)-1%2-1{X2-K3) =1X2
F(t)-X24X1-X2-X24¥%3=K2
F(t)-2.X24X1-X24X3=K2

X3

= I Nm -1 11l/) 1o x3i!l)
po po—o
8 : | -
——oo—— T H_— .
. I N'm
- e 3 4(1) I N-s'm
| T
1 N-s/m IN/m |1 ke ! ke U000 M=
A p~ -
1 ‘ 1
o 1 0000 b—es0 -
o .~ -
1 - - - - . - - " o . 4 —— - . o - — el
Frictionless
X1 X2 X3
« FC1 ‘ MIX1 . Fc2 ‘ M2X2 e FC2 ‘ M3X3,
‘ “Fk2 | |
Fk1 ‘ Fk1 = 1.9 Fk3 \
X1

-Fc2-Fk3=M3K3
-1(X3-K2)-1%3=13
K3+K2-X3=K3
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s u'..;."u;.'.u:L]

-

%

+ 4} ,
| fra-bhas

T - xalf)
!

K = 1| Nm
<0000 ’ M= kg b2~ 1 N-s/m
b1 lN\' "ﬁ‘
B =
i I,_"l?\-sm

"|_ l Lg

J k:"lNln :’

»Y; e e ..,_,1-7,-,.__,.__“]
g e e e s e e e e ¢ e —
1 ER M. TRUN EEG NS WD WM RS BN =R OE I ESe P

Frctionless

—Fyi3 — Fgy — Fg= = mk";.]

(f3) = _XE —_— Ha + fl‘!‘fz

-1 x(2) —— w1
N N 5
Fb1 £
— DS Fb2 EFc
m¥1 Fc — | <
mx2 FK3
FK2 FK3
W WV
= (X1) B
—(X) — 1Ky — Xo) — 1(Ry — X2) — 1(¥ — X3) = #1
(fl) == _Z.X]_ - 2..#1 —+ Xz -!—j.'z +Jir3
= (X2)
F — Fg3 — Fg — Fgz = mX,
F —_— 1(.2’2 —Xl) — 1(.3:2 _‘X-'l) - l(jz _Ea) = .22
(fz) — F_Xz _Zfz +X1 +..X-r_|_ +X3
- (x3)
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3.3. Representacion en frecuencia

X1

x1(s]

X1-X1+X2=%1 1
-SX1(5)-X1(8) + X2(S) = S21(S) _ SZ4+S5+1
X1(S) (5*+5+1) = X2(S) A

X1(5) = (1/(57+5+1))*X2(S)

“

X2

F (t)-2.X2+X1-X2+X3=H2

F[5)-2X2(S) + X1(5) - SX2(5) + 5X3(5) = $7X2(5) Fis) 1 X21s)
L S o -

X2(S) = (1/(s*+5+2)) [ F[S) + X1(S) + 5X3(S) ]

X3 : 1 ®

X3+X2-X3=X3

-§X3(8) + SX2(S)-X3(S) = 53X3(5)
X3() (5%+5+1) = 5X2(3)

o Em'
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3.4. Reduccion de bloques

3.4.1. Reduccién matematica simple

L G8(S) C yl=

R o4 % A B c| c D
= G1(S) Y G5(S) — @ Gp(s)
Mo

f v
G2(S) G4(S) G7(S)
J F £
+* L
5 ' 63(s) |
- +

Premisas
A=RK-L // B=AG1 //C=BG5 // D=CG6 //E=DG7 /| F=CG4 [/ H=F+E
1=HG3 // 1=BG2 // K=J+I [/ L = CG8

Sustituciones

C B B _
i £ A=R-K-LE»pA=R-K-CG8 .Az% = o R-K-CG8 B =R-{+1)-CG8 =

CG2
=R-(J+1)-CG8 £ —R (BG2+HG3)-CG8 .(:5(31 '(cs *(F+E)G%—CGS (=3

C
B:E’G

—:GSCm R- C:GZ (GG4+DG7}G% CG8 & —:R C:Gz (GG4+CGEG7}69 (68 B

C =RG5G1 - 6501(:‘"‘2 (oea{»cesmyea CGBG5G1 B C =RG5G1 - CG2G1 ~G5G1(CGA+CG6G7)G3 - CGBG5G1
G

"=RG5G1-CG1G2-CG1G3GAG5-CG1G3G5G6G7-CG1G5G8 B C(1+G1G2+G163G4G5+G1G3G5G6G7+G1G5G8) =RG5G1

C_ G561

R (1+G1G2+G1G3G4G5+G1G3G5G6G7+G1G5G8)
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3.4.2.Reduccion aplicando propiedades

3.4.2.1. Reglas de reduccién

a. Romper puntos de suma

b. Unir puntos de suma

'f.l Cl
A4+ A+ A-B+C A4 + A-B+C
-3 .? - s
+ +_ +_T
B g

c. Unir cajas en linea

A AG; AG;G; E> A - AG;G;

d. Trasladar un punto de unién atrds

A AG A AG
L A =N
A
> AG

e. Trasladar un punto de unién adelante

A AG A AG
P =)
-
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f. Trasladar puntos de suma adelante

A A-B
H a... AG-BG :
BT

g. Trasladar puntos de suma atrds

A AG AG-B

+BT—"E>

h. Cajas en paralelo

_A A G; AG: +AG:

AG;+ AG;
—l" R ——

i. Realimentacion simplificada
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3.4.2.2. Ejemplos
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G2(s)

1- G2(s).H2(s)
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%I |
1(s) G2(s) N
- G2(s).H2(s) r

G2(s)

1+ G1(s)G2(s)  H1(s)
1 - G2(s).H2(s) G2(s)

"HA(s)

G2(s)
1+ _G1(s)G2(s)  H1(s)
1- G2(s).H2(s) G2(s)
v —>Y(s)

H1(s)

G2(s)
1+ G1(s)G2(s)  HA(s)
- G2(s).H2(s) G2(s)

1+ H3(s)
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4. Analogias del modelamiento de sistemas dinamicos.
4.1. Analogia en potencia
4.2. Funciones de transferencia semejantes entre sistemas

Transformadores
Multiplicadores de presidn, Pistones neumaticos
Engranajes y poleas

4.3. Modelamiento de llenado de tanques con circuito eléctrico

4.4. Representacion electronica de funciones de transferencia

Amplificador operacional

El amplificador operacional es un dispositivo que tiene varias aplicaciones. Funciona como
comparador, como amplificador, filtraje de sefiales, y entre esta aplicaciones encontramos
la simulaciéon de modelos dindmicos en donde el amp’lificador operacional nos presta el
servicio de integrador, derivador, multiplicador y sumador de sefiales.

Este dispositivo posee 5 pines o puntos de conexion, en donde un pin funciona como
salida (Vout), dos pines como entradas (V+, V-) y 2 pines para su alimentacion (Vs+,Vs-)
que puede ser un voltaje DC de diferentes proporciones segun su aplicacion.

Posee las siguientes caracteristicas basicas: -la corriente que entra al amplificador por los
pines de entrada es igual a 0, y los voltajes en los puntos de entrada son iguales.
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De manera que al hacer un analisis electrico y posteriormente encontrar una funcion de
transferencia entre un voltaje de entrada y un voltaje de salida, para los siguientes arreglos,

encontramos que:

Integrador
ic =.
C
lics
} } | |
Wi R
—___—1- W

Dado que la corriente que entra al amplificador es igual a 0 podemos afirmar que:

iR = iC
Vi—0 0-Vo
R  1/cS
Vo 1

6O == "res

Derivador
ic
R
~ i 1ics
Vi | |
o Vo * 1T

Dado que la corriente que entra al amplificador es igual a 0 podemos afirmar que:

iC = iR
Vi—0 0-Vo
1/¢S R

Vo
G(s) =—=—RCS
Vi
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Proporcional

R2

Dado que la corriente que entra al amplificador es igual a 0 podemos afirmar que:
iR1 = iR2
Vi-0 0-Vo
R1  R2

Punto de suma

Wl R
—i  F - W
w2 R —
L, .

Finalmente podemos concluir que estos arreglos electréonicos poseen las siguientes
funciones de transferencia (obviando el signo negativo):

C
|
Vi R
— ] Vi 1 Vio
= KS
K=RC
R
Wi C
] Wi Vo
$ —] K3 jJ—
K=RC
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R2

Vi

V1

V2

5. Senales de excitacién y transformada inversa

5.1. Funciones genéricas

5.2. Transformada de Laplace utilizando tablas

@™m0 oo0 oo

F(t) =k ()
F(t) =k
F(t) =kt
F(t) =kt
F(t)=ke™™®

F(t) = k sen(wt)
F(t) = k cos(wt)

. F@®)=ké(t) - F(s)=k

CF) =k - F(s)=<
Ft)=kt - F(s)=%
CF(®) =kt > F(s) =5
F(t) =ke™® - F(s) =

Vo
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Kw
S24+w?

K.S
SZ+w?2

f. F(t) =k sen(wt) » F(s) =

g. F(t) =kcos(wt) » F(s) =

Ejemplos:

5.3. Transformada de Laplace de funciones a trozos

5.4. Transformada inversa de Laplace utilizando tablas

a. F(s)=k » F(t)=k&(t)
b.H®=§ > F(t)=k

c. Fis)=5 - Ft)=kt
d. F(s) == - F() =%t

e. F(s)=£ - F(t)=ke™®

f. F(s) === - F(t) =k sen(wt)
K.S
g. F(s) = wz F(t) = k cos(wt)
Ejemplos:
Ejemplos:

5.5. Transformada inversa de Laplace utilizando fracciones parciales

Toda fraccion polindmica (cociente de polinomios) de la forma G(s) = N(s)/D(s), puede
representarse en fracciones simples siempre y cuando la funcién sea propia, es decir, que
el grado del polinomio N(s) es menor que el grado del polinomio D(s). En caso contrario,
es decir, si el grado de P(x) es mayor o igual al de Q(x), la fraccidn se llama impropia. Toda

Ing. Juan Carlos Vizcaino Aponte



fraccion impropia se puede expresar, efectuando la divisién, como la suma de un
polinomio mas una fraccidn propia. Es decir, N(s)/D(s) = {polinomio} + N1(s) D(s)

Un polinomio de grado n, tiene n raices que bien pueden ser reales o imaginarias, de
manera que dicho polinomio puede escribirse como el producto de n polinomios de
primer grado.

F(s)=8"+8" %..+5°454+C = (S+Cp).(S+Cpy_q)......(S+Cp)- (S +C)

Asi mismo una fraccion propia podemos representarla en fracciones mas simples con la
ayuda de coeficientes adicionales A1, A2, ...., An

-1
_ ™8 +..455+5+B A An- A, A,
F{E} — — = + L SETTTTS + +
s"+8 w48’ +8+C  (8+Cy (S+Cp,) (S+Cy) (S+C,)

Y alli la transformada inversa de mi funcién F(s) es

F(t)=A, €ty A, e nrtp 4 4, e Gty 4 e Gt

5.6. Transformada inversa para raices complejas

Cuando descomponemos en fracciones parciales, encontramos las raices del polinomio
caracteristico (denominador), y alli, podemos encontrar raices complejas;

F(s)=s"+ g . 48?1810 = (8+Cp).(S+Cp_q)......(S+C2) - (8+C4)

m-1
S +9+8+B _ Aq Ana A,y A,
F(s)= - = + PR ¥ +
s"+ 8" h..48%45+C  (S+Cp) (5+Cp.) (5+Cp) (S+C,)

Las raices complejas siempre vienen en pares conjugados

A Ap— A, + E5i A, — E5l
F(S)= n + n-1 +oe 2 2 4 2 2 4.
S+¢C) (S+Chv) (S+C, —Dyi) (S+Cy+ Dyi)
A Ay Az + Eqi A, — Esi
F{:.‘i‘]: T n—1 2 2 2 2

+ + ot + + -
(S+C,) (S+Cpey) (S+C;—Dyi)  (S+Cy+ Dyi)

ax() d?x(t)
a. Fg(t)—k.x(t)—»>b = m—

b. las entradas son: Fg(t)
c. las salidas son: x(t)
d. los parametros son: k,b,m
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La ecuacion caracteristica es: (mS? + bS + k). X(s) = Fg(s)

1

La funcion de transferencia G(s) = ————
(mS4+ bS+k)

Las raices del polinomio caracterisco son

—btVb%2-4mk

2m

Si b% — 4mk > 0 las raices son reales y el sistema es estable

Si b? — 4mk<0 entonces la raiz es compleja(imaginario) de la forma

—b+t i V4mk—b?

2m
Independientemente de si la raiz es real o compleja.

Siempre que b>0 el sistema es estable

Osea complejasi b%? —4mk <0 ; b? < 4mk
Ambas respuestas serian la misma

Si b? esigual am entonces b?> — 4mk < 0 dado que k existe y es mayor que 0
igual que b y m. En este caso la raiz es imaginaria o compleja, mas sin embargo

como b>0 el sistema se estabiliza en

> d
- se Nnaos
p B

En realidad podriamos hablar de una presentacion genérica en donde para raices reales
los coeficientes complejos son igual a 0.
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Ap + Eni Anat Bnal Mgt Bl A+ B
(S+Cp+Dyi)  (S+Chq + Dp_qi) (S+C, + D) (S+Cy + Dyi)

F(s) =

Al realizar la suma de ambos operando se obtiene un polinomio de grado 2 expresado de
forma genérica

g™ 8§ .45 45+ B A, As
F(s)= . T +
"+ 8 .. 45 +84+C (S+Cg) (S+Cy)

HS+ M
AS?4+BS+C

Y es por esta razén que cualquier polinomio podemos descomponerlo en fracciones de
primer y segundo grado.

Para hallar la transformada inversa de estas fracciones podemos utilizar varios métodos.
5.6.1.1. Ajuste de cuadrados

Dada ecuacidén genérica que encontramos para fracciones parciales de raices complejas al
operar entre ellas es:

HS + M

V()= Isz3Bs+¢

Podemos ajustar cuadrados en el denominador obteniendo un corrimiento en la variable S
que se obtiene dividiendo el coeficiente que acompaiia al coeficiente B

. HS + M _ HS+M
(s) = Ez - §2_ §2
(s+7) +c=(3) (s+37) +k

Donde K es constante.

Con esta operacion buscamos aplicar transformada inversa con corrimiento para luego
utilizar las tablas de transformada inversa y encontrar a Y(t) de manera directa

La regla de corrimiento para transformada de Laplace dice que:

Lif(0); = F(s)
Lie" f(O)}=F(s+a)

Y para la transformada inversa

LYF ()} = £ (?)
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LIF(s+a)=e“LIF(s) = e f (1)

De esta manera podemos asumir el corrimiento de la variable S en Y(s) y la transformada

inversa serd directa utilizando senos y cosenos.
HS + M B
0= (s
(s+5) +K
B
H(S-%)+M

X6) = —1 %

Utilizando las tablas de transformada inversa para seno y coseno podemos obtener de
forma directa a Y(t)

K.W
F(t) = ksen(wt) » F(s) = SZ+—VVZ
F(E) = k cos(wt) — F(s) = o>
= - - @ @
cos\w S SZ n W2
Ejemplo
v _ 1
)= sTras+10
Y(S) = m:X(S'i'Z)
X(S) = m
e‘Ztsen(\/g t)
Y(t) =
(®) NG
Ejemplo
S+1
S2+4+4S+ 10
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S+1  S+1+(2-2) S+2-1
S+2)24+6 (S+2)2+6 (S+2)2+6
S+2 1
$5+2)2+6 (S5+2)2%+6
S 1

($)2+6 (5?2+6
“2Ztsen(V6 t)
V6

Y(s) =

Y(s) =

=X(s+2)

X(s) =

Y(t) = e ?cos(V6t) - °

5.6.1.2. Metodo de euler

El teorema de Euler para seno y coseno establece que:

e’ =cosx +isenx
—ir .
€ =COST — 1 senz
Estas ecuaciones establecen que las funciones seno y coseno pueden expresarse en
términos de variaciones de la funcién exponencial compleja.

E-f;u + E—i.r

cos rn = ———
2

F_z’.r _ F_—t'.il'
sena = -
21

5.7.
6. Respuesta

6.1. Solucién por de determinantes -
con MATLAB editor y metodo de determinantes.
Ejemplo
Ejemplol
symsst
R=1000
c=0.001

V=10*t"0
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Vi=laplace(V)

I1=det([Vi -R;0 (R+(1/(c*s)))])/det([((2*R)+(1/(c*s))) -R;-R
(R+(1/(c*s))])

I1t=ilaplace(I1)

12=det([((2*R)+(1/(c*s))) Vi;-R 0])/det([((2*R)+(1/(c*s))) -R;-R
(R+(1/(c*s))])

I2t=ilaplace(12)

vo=I1*(R+1/(c*s))

vot=ilaplace(vo)

ezplot(vot)

ejemplo2

symsst

R=1000

c=0.001

V=120%*sin(377*t)

Vi=laplace(V)

I1=det([Vi -R;0 (R+(1/(c*s)))])/det([((2*R)+(1/(c*s))) -R;-R
(R+(1/(c*s))])

I1t=ilaplace(l1)

12=det([((2*R)+(1/(c*s))) Vi;-R 0])/det([((2*R)+(1/(c*s))) -R;-R
(R+(1/(c*s)))])

12t=ilaplace(12)

vo=I1*(R+1/(c*s))

vot=ilaplace(vo)

ezplot(vot)
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6.2. Modelo de respuesta en 1 orden
6.2.1.Ganancia

6.2.2.
6.3. Modelo de respuesta en 2 orden
6.3.1.
4 Poles Step response

=
o L.
B E;

ey

o

E

]

3

Undamped
s s=prlane

L oy
X ju1- 42

0ed =l -

]
15
— =
G

X degy 1 — 42 Underdamped

swpilane

- ':-u'.'ll

%
I}
—
E
-
r
=1
-
.,
: =
-—
-

Critically damped

cli)
_';.ﬂ-'.'. iy '1}.{? -1 .
plane
> 1 Ll
I

—fen — =
L, 1 -
iy = Owerdamped

s -

oy

T
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Encuentre: Mp (over shut), Angulo salida 8, ganancia K, £, @, Wd, Wn, raices (s1,52), G(s)

5

Sea G(S) = (§—1-2j).(S—1+2))

i Demuestre que el sistema G(s) es inestable
ii. Con la siguiente realimentacién y bloques sugeridos, encuentre el rango de K que
estabiliza el nuevo modelo G2(s).

U&-—r_ — K.S G(s) }J:_ﬂﬂ u(t) ?{S)_ﬁjﬂ

Y
Y

iii. Qué valor de K hace que el error de posicion en estado estacionario sea igual a 0.

iv. Con el valor de k obtenido en el punto anterior, cual es el sobre pico (Mp over shut)
obtenido y el tiempo de estabilizacidn (2%).

V. Encuentre el valor de k donde el sobre pico (Mp over shut) es igual a 0

vi. Con el valor de k obtenido en el punto anterior, cual es el error de posicidn final y el
tiempo de estabilizacién (2%).

20
$34+9.52426.5+24

seaG(s) = Ut) =10

i Demuestre que el sistema es estable
ii. Encuentre el tiempo de estado estacionario y el valor de la salida final (Yss).
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La siguiente grafica muestra la respuesta de un sistema a la entrada U(t)=10:

Estabilidad en Yss = 2,5y tss = 8s
Estabilidad en Yss =2; Yp=2,5ytp =4s
Estabilidad en Yss =0,5; Yp=0,8 y ts2 = 20s

Estabilidad en Yss =2; Yp=2,1ytr=4s
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Las siguientes graficas muestran la respuesta a la entrada escaldn unitario U(t)=1

7. Aplique método de Hurwitz en cada G(s) y evalue la estabilidad.
Dado U(t) =1 encuentre Yss para las sefiales estables

8. Verifique la estabilidad y tiempo de asentamiento al 2%
9. Dado G(s) dibuje la sefial de salida a la entrada U(t) = 1 en cada item.
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10. Aplique accién de control dado G(s) y U(t) utilizando proporcionales para lograr
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Error de posicion = 0y el tiempo de de estabilidad Tss = 2s
11. Para cada item dibuje la sefial de salidad con U(t) = 1

12. Encuentre G(s) Yss=2 ; Yp=3; ts2=10s

13. Encuentre el rango de K que estabiliza la sefial y especifique el valor de K que le hace
responder mas rapido de forma estable.
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14. Dado G(s) y U(t)=1
14.1. Haga que la seiial se estabilice en 60s y dibuje la salida con valor de K elegido.
14.2. Encuentre k1 y k2 para los que la sefial tiemne un Mp=10%y Yss = U(t)

14.3. Ejercicios propuestos
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15. Representacion virtual

GRAFICO DE FUERZAS APLICADAS EN LAS MASAS

R = fuerza resorte A =fuerza amortiguador

R1(t)

A1 (1)

1

15.1. Simulacion en Simulink de Matlab

15.1.1. Punto de suma, ganancia e integracién

15.1.2. Grafica y andlisis de sefiales con Simulink
— —— — —

k1 EE] b1
m 1
1 F901 1 k12$ Fe12
zll =l 2}

]

N1

Y1 ()

Rﬂ(t)wlv A11 (t)l W,”lv R12(t)1A12(t)l
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R11(t)1 N’I’I(t)1 A11(t)1

N1 1 TY’I'](t)

W11 lv
R1 2(t)1 N12(t) 1 A1 2(t)1

M2 TY12(t)

W12lr

Rl1=y1*kl; Al=vli*bl; Wil=ml*g; W1l=mll*g; W12=m12*g;
R11=k11(y1l-yl1); R12=k12(y1l-y12)

Al1=b11(vi-vil); A12=b12(v1-v12)

ECUACIONES DINAMICAS

M1

R1(t) A1 (1)

I I

WV B 1Y1(t)

Rﬂ(t)‘l A11 (t)l w1wlv R12(t)1A12(t)l

M1*al= -R11(t) - A11(t)- W1-R12(t) — A12(t) - R1(t) - AL(t)

M1*al = -k11(yl-y11)-b11(v1-v1l) -W1 -k12(y1l-y12) -b12(v1-v12) -y1*k1 -v1*b1l
Incognita = al

al= (- k11(y1-y11) -b11(v1i-v11) -W1 -k12(y1-y12) -b12(v1-v12) -y1*k1 -v1*b1)/M1
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M11

R1 1(t)1 N11(t) T A1 1(t)1

M1 1 1Y11(t)

W‘I‘Il

M11*all= R11(t) + A11(t)- W11+ N11(t)

M11*all= k11(yl-y1ll) +b11(vi-v11l)- W11+ N1l
all= (k11(yl-y11) +b11(vl-vil)- W11+ N11)/ M1l
incognita N11(t)

N11=M11*all- k11(yl-y11) - b11(vi-v1l) + Wil

M12

R12(t)1 N12(t)T A1l 2(t)T

N2 TY‘IZ(t)

W12vl

M12*a12 = R12(t) + A12(t) - W12 + N12(t)

M12*a12 = k12(y1l-y12) +b12(v1-v12)- W12 + N12
al2 = (k12(y1l-y12) +b12(v1-v12)- W12 + N12)/M12
incognita N12(t)

N12 = M12*a12 - k12(y1l-y12) - b11(v1l-v12) + W12

Las entradas Y11(x,t) a N11y Y12(x,t) a N12 son un valor CONSTANTE al que se aplica un
valor de 10 en los ejemplos.
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entrada =10 =y11 = y12

DIAGRAMAS DE BLOQUES EN SIMULINK
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RESULTADOS GRAFICOS

EJEMPLO 1 (TODAS LAS VARIABLES = 1)

-

=== ml =1 -
ml1l1=1 =
ml==1 =

1=—1 =

E11=1 =

1 ==1 =

=1 =1 =

=»11=1 =

1 ==1 =

Ll =l 93 _. & =
Trl1l=ml1l1 93 . = -
Lrl =Z==ml1=""9_ 5 =
=erntradas=1 10 =
=== |

Dado que k11=k12, b11=b12, m11=m12 entonces N11=N12

_lalx
leam|opp BB EE &
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Se aprecian las graficas de las normales N11=N12 y la grafica de la posicién Y1, velocidad
V1y la aceleracion Al, correspondientes a la masa M1. Los tiempos de estabilizacion son
iguales en las 4 graficas y es aproximadamente 4s. Tanto la velocidad como la aceleracién
retornan a 0 mostrando estabilidad en el sistema y la posicién Y de la masa se desplaza
ligeramente hacia arriba 3,5 unidades de desplazamiento positivo, sin presentar ninguna
oscilaciéon ni sobrepico. Existe una rapida aceleracidn inicial hacia una velocidad de 2,5
unidades de velocidad y luego la desaceleracién mas lenta hacia la velocidad 0.

EJEMPLO 2 En este ejemplo las constantes de resorte se aumentan 10 veces

== mal=1 =
mll=1_:
ml=Z==1 =
l=1010_:
1l1=10
l1l==10
Il=1 =
=21 1=1_:
a1l ==1 =
Lrl =—=mnl F3 . =
Lyl 1l =ml1ll1 3. =
Tl =Z=ml=""93_ =
=rnttrada=10

a1
A1

A1
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Al aumentar la constante de resortes, las fuerzas de reaccién aumentan logrando un
punto de estabilizacion mas alto en la masa de alrededor de 6 unidades de
desplazamiento. Los tiempos de respuesta son similares al ejemplo 1 siendo de 4s pero en
este caso se aprecia oscilacién en la respuesta de posicion alcanzando un pico de 9
unidades de desplazamiento. Por el lado de la velocidad y la aceleracidn, son mas elevadas
que en el ejemplo 1 pero el retorno a 0 de las mismas muestra que el sistema llega al
reposo. El valor final de la normal N11=N12 es mucho mas elevado esto debido a las
mayores fuerzas que aparecen en el sistema.

EJEMPLO 3 En este ejemplo aumentamos la masal, 10 veces dejando las demas variables
como en el ejemplo 2

== ml=10_
mll=1:
ml==1 -
kl=10:-:

Tt

hl=1_:
=11=1-:
bl==1-
wrl=ml* 3 _ &
wrll=mll1* 9. =
wlZ=ml="9_.&
entrada=10

Il
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En las graficas se puede apreciar el aumento en la masa superior produjo un cambio
significativo en la respuesta transitoria ya que se logra ver mucha mas oscilacién vy el
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tiempo de estabilizacién es también mucho mas alto, alrededor de 30s lo que es casi 70 8
veces el tiempo alcanzado en los ejemplos 1y 2.

Al aumentar la masa, los valores pico de posiciéon, velocidad y aceleracidn, como era de
esperarse, son mas bajos que en el ejemplo 2.

El valor final de posicion al parecer es proporcional entre amortiguamiento y masa ya que
se desplazé 3,5 unidades al igual que el ejemplo 1 donde masa y resorte dimos un valor
relativamente igual.

Finalmente podemos concluir: que modelar un sistema con matlab nos permite apreciar el
cambio en el comportamiento del mismo, y facilmente podemos ajustar variables
resistivas y de amortiguamiento que den tipos de respuesta.

Como anexo final se presenta el modelo inicial en donde la entrada es igual a 0. La masa
reposa en una posicion menor a la posicion 0 de referencia y la normal aparece positiva tal
como lo plantean las ecuaciones.

Se utilizan los valores del ejemplo 3 pero en este caso la entrada constante es igual a 0.

== ol = 1. 11 =
1l 1 =1
ml ==1
1 =11
=11 =11
1L ==110
X1 =1 =
X1 1 =1

1

LTI T

™ =
bhl1l==1 -
o rl =1l 3 _. =
wrll=—mml1l1l~=_ =
wl==ml="=_ =
et addsaS =11
= = — -—
1 Fp1
m 1
k11 Fe11 k12$ Fb1=2
zll zul =}
R — R —
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FR1(t) FA1(@) FR2(1) w FA2(1t) FRr3@®) FaAa3@®

Fr1(t), N1TEaq FR2(t) N2(t) Faz() FR3(t) N3(t) Faz()

i i
[ v =)= = 1vs

N N

w1 w2 w3

FR = FUERZA DE RESORTE FA = FUERZA DE AMORTIGUADOR W =PESO N =NORMAL

FR1(t) FA1(t) FR2(t) W  Fa2@1t) FRrR3() FA3()
(M) MASA DEL CAMION

M.a = - FR1(t) - FA1(t) - FR2(t) - FA2(t) - FR3(t) - FA3(t) - Wcamion
M.a = - k(y-y1) - b(v-v1) - k(y-y2) - b(v-v2) - k(y-y3) - b(v-v3) - W

a=—(-3ky-3bv+kyl+ky2+ky3+bvl+bv2+byv3-w)

1
M

Fri@) N1MEaq@ (m1)

T T

- T I/]\ m1l.al= N1i(t) - wil+ FR1(t) + FA1(t)
T v N1(t) = ml.al +wl - FR1(t) - FA1(t)

w1 N1(t)=ml.al + w1l - k(y-y1) - b(v-v1l)
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/I\ /]\ /]\ m2.a2 =N2(t) -w2 + FR2(t) + FA2(t)
d

N2(t) = m2.a2 + w2 - FR2(t) - FA2(t)

N2(t) = m2.a2 + w2 - k(y-y2) - b(v-v2)

w2
FR3(t) N3(t) Faa( (m3)
/I\ m3.a3 = N3(t) - w3+ FR3(t) + FA3(t)
m3 Y3  N3(t)=m3.a3 + w3 - FR3(t) - FA3(t)
d N3(t) = m3.a3 + w3 - k(y-y3) - b(v-v3)
w3

LA ENTRADA ES SENOSOIDAL. ES DECIR LOS DESPLAZAMIENTOS Y1(t), Y2(t) Y Y3(t) SON
DEL TIPO “A sin (wt + desfase)” Pero entre ellos existe un desfase

desfase 1 desfase 2
|1 [ ~=] [~=1

La sefial sinusoidal que siente cada llanta estd desfasada una de otra segun la distancia x1
y X2 entre ejes. En la simulacidn se establece una variable ph que dictamina la fase y
asumimos x1=x2 (distancia entre ejes). Adicionalmente la variable fr se establece para
cambiar la frecuencia de la sefial de entrada seno. La amplitud de la sefial aplicada es 1.

Diagramas de bloques MATLAB
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Dando valor a las variables se pueden revisar graficos de resultado

m=1;: k=1: WEZ=m=% 3.5 r
ml=1;: h=1: W3I=m3i*9.&;
me=1; w=m¥3.5; fr=1;:

m3i=1l; wl=ml*2.35; ph=10;

Con estos valores podemos ver el desfase de sefal en las llantas
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Se asume que la masa no tiene el mismo peso de las llantas por lo que aumentamos la

m=10; k=1: Wa=m=%9_ 3>
ml=1: hb=1: WI=mI* D5
mz=1; wWw=m¥3.5: fr=1:

m3i=1l; wl=ml*2.5; ph=10:;
masa a 10

Y con estos valores...

El aumento de masa hace que la posicién cambie mucho mas

Ahora si aumentamos la constante de resorte a 100
m=10; k=10; W2=mz#9.5;
ml=1;: b=1: wi=m3I*9.5;
n2=1; W=L¥3.3; fr=1;
m3i=l; wl=ml*3.8; ph=10;
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velocidad

Se contrarresta el efecto de la carga y nuevamente la oscilacidn es de 0,5 pero en el tramo
inicial hay un efecto de variacién que no ocurrié en el primer caso

Si varia aun mas la constante elastica a 100

m=10; kE=100; Wa=ma2% 3.5
ml=1;; b=1-r WI=mI* 9.5
mz=1; w=m& 3.5 fr=1:
m3=1: wl=ml* 3. 5: ph=10:

posicion

La masa practicamente no cambia su posicion pero el tramo inicial muy variable.
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Al realizar un cambio en amortiguadores

m=10;: kE=100; WwZ=m=% 3.5
ml=1: b=50: WIi=mI* IS5
m==1: w=m*92 .3 fr=1:
ma3=1: wl=ml* 9.5 ph=10;:

-aceleracion

El movimiento de la masa parece mds constante y se contrarresta el efecto del resorte
pero la amplitud de la variacién crece un poco.
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Biarticulado Transmilenio con acordeén en medio

Las entradas del sistema son y;1, Y12, V21, V31 de manera que en las
ecuaciones diferenciales para cada desplazamiento de las masas
Mmqq1, My, My1, M3q, las incégnitas seran N;q, N;3, No1, N3q

Llanta m4

a;ymy; = Nig— Wip —ki1(y11 —y1) — b1 (w11 — v1)
Ni1 = ayymyy + Wig + k111 —y1) + b11 (w11 — v1)
Ni1 = ayymyy + Wig — ki1 (1 — y11) — b11(v1 — v11)

Llanta m4,

A12My; = Nig — Wiz — ki2(V12 — Y1) — b1 (V12 — v1)
Niz = ajomyy + Wip + ki(y12 — y1) + b1 (V12 — v1)
Nip = ajomyy + Wip — k(v — y12) — b12(v1 — v132)

Llanta m,4

ay1Myy = Npy — Woy — ka1 (Y21 — ¥2) — b1 (2 — v3)
Ny1 = a1myy + Wy + ka1 (V21 — ¥2) + ba1 (V21 — v3)
Ny1 = a;imy + Wa1 — ka1 (Y2 — ¥21) — b1 (V2 — v21)

Llanta m34

az;mszq = N3y — Wiq — k31(¥31 — ¥3) — b31(V31 — v3)
N3, = azymz; + Wiq + k31 (y31 — y3) + b3 (v31 — v3)
N3; = azimgy + Wiq — k31 (¥3 — ¥31) — b31(v3 — v31)
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Para los desplazamientos de las masas m,, m,, ms, las incognitas
seran Y4, V», V3 por lo que despejamos a4, a,, as.

Vagdén m,

am; = — Wy —ky1(y1 —y11) — b1 (v —v11) — ki1 (71 — Y12)
— by (vy —v13) — kl(AY(l—Z)) - bl(AV(1—2))

Vagon m,

a;my = — Wy — k31 (¥2 — ¥21) — ba1 (v —v24) — kl(AY(Z—l))
— b1(AV(—1)) — k2(AY(5_3)) — b2(AV(53))

Vagon m,

azmz = — W3 — k31 (y3 —y31) — b3 (v3 — v31) — kZ(AY(3—2))
— b2(AV;s-2)

AYq_py = =AY a1y 5 AVa—2) = — AV(a_1y; AY 32y = — AY(p_3) ; AV(3-2)
= - AV(2_3)

Encontramos los factores AY y AV que son el desplazamiento y velocidad

diferencial en la unién entre carrocerias donde es preciso establecer que: La

elongacion del resorte entre vagones sera pues la hipotenusa final

menos la distancia inicial del resorte y la velocidad la diferencia de las
velocidades en los extremos del amortiguador.

AY(a—b) = \/(Xab)z + Yo — Y)% — (Xap)

La diferencia de velocidades esta dada por AV,_py = (V, — V)

AYz-1) = \/(X21)2 + (Y2 — Y1)2— (X31)

AYz 2 = V(X32)2 + (Vs — Y5)2 — (X32)
AV(2—1) = V= W)

AViz—2) = Vz—12)
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Vagdén m,

1
a; = m. [— W) — k11 —Y11) — b1 (V1 —v11) — ki1 (Y1 — Y12)
1
- bll(vl - 1712) + kl(AY(z_l)) + bl(AV(z_l))]
Vagdén m,
1
a, = m. [— Wy — k1 (Y2 — ¥21) — bp1 (v — V1) — kl(AY(Z—l))
2
- bl(AV(z_l)) + kZ(AY(3_2)) + bZ(AV(g_Z))]
Vagon m;
1
as = M. [— W3 — k31 (3 — ¥31) — b31 (V3 — v31) — kZ(AY(3—2))
3

o bZ(AVB—z))]

Generalizacion de sistemas
Sistemas de 1 orden
Sistemas de 1 orden

1. Representacion en diagramas de estado
a. Representacién de esuaciones diferenciales
b. Circuitos electricos

Ie.:rl(t)k ’+Tg(f)
2
—AA]
TIL, — T o
il
Co

Ing. Juan Carlos Vizcaino Aponte



x(t) y(t)
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Frictionless
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Frictionless

——= (1) ——= x3(1)
x1
— x2
B <=|='
ml1 ARRA
\ yyYyy I
P m2 r
1Ll i
b
7
1.
gy = X1
:':3 = M a2
I-.In—'l = Hg,
W = —R, I s = @y, U
o bien
:v-: = M + Bu
en donde
(0] 1 0 (0]
1 0 o 1 0 0
Ha - - - .
¥} = . A = : H : : B =
’ 0 0 0 1
Fn T By = S Sy 3 = a8y 1
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BLOQUES DE VARIABLES DE ESTADO

z(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) Cz(t) + Du(t)

D

x(t) f x(t) 1

— B e | — C b + =—

“E [ « y(t)
A

Ahora si decido controlar el movimiento del sistema masa-resorte-amortiguador
mostrado arriba, yo puedo controlar la sefial de movimiento X(t) mediante una
accion de control que manipule la sefial de entrada F(t)

controlador

FE(S) G(S) ! X)(S)

Para 1.5 sistemas térmicos
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https://www.youtube.com/watch?v=i8]Zbus5ztk
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