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PREFACIO

Este libro es una recopilacién de contenido y ejercicios relacionados con el modelamiento
matematico de sistemas dindmicos mecdnicos, eléctricos, térmicos, entre otros, su representacién
y el modelamiento asociado que permite verificar la respuesta de las diferentes variables.

Asi mismo, se expone el modelamiento en frecuencia que permite encontrar funciones de
transferencia, lo que nos permite generalizar comportamientos y encontrar analogias entre
sistemas, que pueden ser de diferentes estadios.

También se trabaja el tema de la simulacién con circuitos electrénicos, donde por medio de la
medicién de corrientes y voltajes podemos como se va a comportar un sistema de otra indole
como mecanicos o térmicos en donde la analogia de los comportamientos no permite realizar
apreciaciones del funcionamiento de las variables presentes.

La simulacién digital también se trabaja con el software MATLAB, donde sus herramientas como el
SIMULINK o cédigo editor permiten modelar sistemas tanto en el tiempo como en frecuencia para
verificar comportamientos de los diferentes sistemas.

Finalmente se trabajan elementos basicos del control como las generalidades de sistemas lineales
de primer y segundo orden, exponiendo a su vez en que consiste un controlador y los efectos que
pueden tener al ser incluidos en un modelamiento matematico y el cambio que produce en las
respuestas de un sistema.

El libro no pretende dar una explicacion exacta de los propdsitos del mismo, sino una vision del
autor que ha manejado y guiado la materia de sistemas dindmicos en la universidad ECCI, por lo
que el alcance de este, llega hasta la tematica que se trabaja en la materia y resulta como una
introduccion al control.
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1. Introduccion

Un sistema dindmico es un sistema cuyo estado evoluciona con el tiempo. Los sistemas fisicos en
situacién no estacionaria son ejemplos de sistemas dinamicos, aunque también existen modelos
econdmicos, matematicos y de otros tipos abstractos, que son, también, sistemas dindmicos.

En relacién a los sistemas dindmicos fisicos cabe resaltar la diversidad de variables
interrelacionadas en pares de la misma naturaleza que describen energia. Es alli donde podemos
modelar matemdticamente los fendmenos dindmicos a partir de leyes fisicas ya establecidas
previamente por Newton o Bernoulli, entre muchos, y, encontrar analogias en el comportamiento
de los diferentes sistemas fisicos como mecanicos, térmicos, eléctricos.

Las nuevas tecnologias han logrado la simulacién, en donde se puede ver el comportamiento de
las diferentes variables que intervienen en un sistema, variando los factores alternos que las
afectan, de manera mds eficiente ya que puede hacerse en tiempo real.

La estrategia utilizada para manipular el comportamiento de las variables frente a las
perturbaciones es lo que conocemos como el control y pretende lograr patrones de
comportamiento conforme dichas variaciones en el tiempo.



1. Modelamiento matematico

El modelamiento matemadtico de sistemas dindmicos consiste en encontrar una ecuacidon que
represente el comportamiento de diferentes variables que se encuentran presentes en un sistema
como lo son las fuerzas, los torques, los voltajes, las presiones, el desplazamiento, la velocidad, la
corriente, el caudal entre muchas otras.

Esta ecuacién diferencial se encuentra a partir de las leyes fisicas establecidas por diferentes
personajes de la historia como lo son Newton, Bernoulli, Ohm y entre otros, y que permiten dar
una explicacion matematica a los fenédmenos fisicos.

1.1. Sistemas mecanicos translacionales

La segunda ley de Newton, llamada “Fundamental de la Dinamica”, es la que determina
una relaciéon proporcional entre fuerza y variaciéon de la cantidad de movimiento. Esta ley
especifica que en un sistema dindmico, la sumatoria de fuerzas que acttan sobre un
cuerpo de masa m, es igual el valor de esa masa multiplicada por la aceleracion.

E d?x
= m——
Z dt?
En los sistemas mecénicos translacionales encontramos 2 variables basicas que son las fuerzas F(t)

y los desplazamientos X(t). Estos desplazamientos producen a su vez velocidades y aceleraciones.

Si tenemos una diferencia de fuerzas F(t) aplicadas sobre una masa se produce un desplazamiento
X(t). Estos desplazamientos producen a su vez velocidades y aceleraciones.

Desplazamiento
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Fuerza
menor

F(t), Fuerza = x(t), Desplazamiento

X(t) = X , Desplazamiento

d .
d_): = U(t) = X ; Velocidad



d?x ..
ﬁ = Cl(t) = X , Velocidad

(Para abreviar la escritura de las ecuaciones diferenciales, trataremos las derivadas de las
funciones con puntos arriba indicando el orden de la derivada).

1.1.1.Resortes

Cuando a un resorte, que posee una constante elastica k, le producimos un desplazamiento en
uno de sus extremos, este genera una fuerza que reacciona a ese desplazamiento.
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F=K.X F=K.X

Cuando sus 2 extremos se desplazan en direccidn contraria la fuerza se relaciona con los
desplazamientos de la siguiente manera.
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Cuando sus 2 extremos se desplazan en la misma direccién, direccion contraria la fuerza se
relaciona con los desplazamientos de la siguiente manera.
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1.1.2.Amortiguadores

Cuando a un amortiguador, que posee una constante de amortiguamiento b, le producimos un
desplazamiento en uno de sus extremos, este genera una fuerza que reacciona a la velocidad de
ese desplazamiento.
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De manera que el amortiguador genera una fuerza opuesta al desplazamiento en sus extremos y
que su magnitud depende de la velocidad de este desplazamiento.
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La magnitud de la fuerza que ejerce el resorte a partir del desplazamiento de sus extremos es:
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F =C.(X71-X2) F = C.(X2-X17)

1.1.3.Rozamiento

Cuando una superficie entra en contacto con otra se produce un rozamiento que a su vez genera
una fuerza por rozamiento que se opone al desplazamiento, y su magnitud depende de la
velocidad con que ocurre dicho roce.
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De manera que el rozamiento genera una fuerza opuesta al desplazamiento en un punto
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La magnitud de la fuerza que ejerce el rozamiento a partir de la velocidad del roce es:
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>

F =C.(X1-X2)

F C.(X2-X1)

1.1.4.Ejemplos

Para nuestro analisis realizamos la sumatoria de fuerzas. Encontrando la ecuacién que representa
la dindmica del sistema en el punto de desplazamiento.

Recuerde que la fuerza del resorte y amortiguador se oponen al desplazamiento.
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Debemos observar cada punto de desplazamiento de forma independiente y verificar las fuerza
que afectan directamente la dindmica en dicho punto.

El siguiente ejemplo muestra dos masas sin rozamiento unidas por un arreglo resorte-
amortiguador, y unido a la pared en uno de sus extremos
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Nuestro andlisis debe realizarse en cada punto de desplazamiento como lo muestra el siguiente
ejemplo en donde existe un punto x3 en donde se realiza un desplazamiento pero se asume una
masa igual a cero en dicho punto.
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r- ) %3 f_. x2
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Vv —Fc—Fk, =0

—Fk; — Fky, = my%; —c(X3 —Xy) —ko(x3 —x;) =0 F —Fc=myX,
F —c(ky — %3) = mz ¥,
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En el siguiente ejemplo observamos el caso en el que los extremos de los elementos se desplazan
en direcciones contrarias. Si se respeta el sentido de las flechas y los signos las ecuaciones
quedaran correctamente planteadas.

El sentido de las fuerzas FC y FK” cambian en cada uno de los diagramas, esto se debe a que
siempre se oponen al desplazamiento en el punto de analisis.
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En el siguiente ejemplo el rozamiento se da entre 2 superficies en movimiento. Note que en el
analisis de fuerzas, la magnitud de las fuerzas de rozamiento depende de los desplazamientos de



las superficies correspondientes pero que ademas es visto desde el punto de analisis. Esto resulta
muy importante para plantear de forma correcta las ecuaciones dinamicas
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El siguiente ejercicio es bastante interesante ya que vemos una masa que se mueve dentro de
otra. Por efecto del rozamiento 1y 2, al parecer la estructura externa se mueve también, la que a



su vez tiene un rozamiento con la superficie del suelo. Asi pues vemos como se trabaja el

rozamiento entre superficies que se mueven y otras que no. La masa 2 sufre el efecto de 3
rozamientos y la masa 1 el efecto de 2. Adicionalmente los elementos K y C sufren
desplazamientos diferentes en sus extremos pero en la misma direccion segun lo plantea el

grafico.
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El siguiente ejercicio utiliza un actuador (Fa) que aplica una fuerza controlada de igual magnitud
sobre las masas m1 y m2. Adicionalmente la fuerza que ejerce la carretera (F Road) aparece como
variable en las ecuaciones.
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1.2. Sistemas mecanicos rotacionales

Podemos clasificar los movimientos de los cuerpos en el espacio como lineales o rotaciones.
Cuando se transmite y transforma un movimiento existen diferentes opciones mecanicas que
permiten saltar de movimientos lineales a rotaciones o viceversa como un sistema biela-manivela
o pifién-cremallera. De igual manera cuando se utilizan mecanismos como las poleas, las ruedas de
friccidn o los engranajes se genera una transmision y transformacion de movimiento que, aunque
se pasa de un movimiento giratorio a otro giratorio, se pueden lograr cambios en la velocidad de
giro, sentido de giro y momento angular de fuerza. A continuacién se da una explicacion mas
detallada del comportamiento y utilidad de este tipo de mecanismos que transforman
movimientos giratorios a giratorios variando dichas magnitudes y sentidos vectoriales

Cuando la fuerza es perpendicular al vector de distancia el torque es simplemente la magnitud de
los vectores distancia y fuerza. Cuando los vectores: distancia y fuerza no son exactamente
perpendiculares (90°) aparece un angulo en la fuerza que proporciona la componente
perpendicular entre fuerza y distancia o en su defecto. El torque en este caso puede ser visto de
forma préctica como la componente cosenosoidal del uno de los 2 vectores. Cuando el angulo (u)
es de 0° 0 180° el torque es igual a 0 dado en la definicidn de un producto vectorial
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Cuando la fuerza es perpendicular al vector de distancia el torque es simplemente la magnitud de
los vectores distancia y fuerza. Cuando los vectores: distancia y fuerza no son exactamente
perpendiculares (90°) aparece un angulo en la fuerza que proporciona la componente
perpendicular entre fuerza y distancia o en su defecto. El torque en este caso puede ser visto de
forma préctica como la componente cosenosoidal del uno de los 2 vectores. Cuando el angulo (u)
es de 0° 0 180° el torque es igual a 0 dado en la definicidon de un producto vectorial

En los sistemas mecdnicos rotacionales las variables son los Torques T(t) los desplazamientos
angulares 0 (t). Estas rotaciones producen a su vez velocidades y aceleraciones.

T(t); Torque = 0O(t); Desplazamiento angular
H(t) =0 , Desplazamiento
ao

dt
d20

dt?

= W(t) =0 ; Velocidad angular

= Cl(t) =X ; Aceleracion angular



Mecanismos que transmiten torque y velocidad angular.

Ruedas de friccion. En este mecanismo se produce que la rueda a la que se transmite el
movimiento giratorio gire en sentido contrario a quien produce el movimiento

Inversor de giro

k-
rueda ﬁ( T l“;} rueda
conductora k\/( conducida
B e,
",

eje eje .
conductor conducido

En la transmisién de movimiento es posible obtener un cambio en la velocidad de giro (velocidad
angular W) de la rueda a la que se transmite el movimiento y asi mismo es posible cambiar en ella,
el momento de fuerza (torque T)) sobre el eje de giro.

ot diametro d2 D1/d2 = W2/ W1

conductor
conducido

Torque del Velocidaddel D1/d2 = T1/ T2
conductor T1 conducido W2
Velocidad del
Torque del
conductor W1 conducido T2 W2/W1 =T1/T2

La relacién de transmisién y cambio en los vectores de velocidad y torque son proporcionales a la
relacidon de diametros de las ruedas. Siendo esta relacidon de diametros inversamente proporcional
a las velocidades de giro D1/d2=W2/w1 y la relacion de los momentos de fuerza en los ejes
directamente proporcional a la relacién de didmetros D1/D2 = T1/T2

Polea-correa. Este arreglo mecdnico permite transmitir un movimiento rotacional de un eje a otro

por medio de una correa. Permite modificar tanto la velocidad de giro (velocidad angular W) como
el momento de fuerza (torque T), y esta relacion de transformacién es directamente proporcional

a la relacidn entre los didmetros de las poleas. La fuerza de rozamiento de la correa con las poleas
es la que permite que el movimiento se transmita entre ellas.

Mismo sentido de giro. Inversor de giro

/| 2/ w
e OO

Dado que la transmision se produce por medio de una correa esta puede ser adaptada de
diferentes formas lo que permite que el movimiento circular se transmita en el mismo sentido o

en sentido contrario



diametro D1 R D1/d2 = W2/ W1

conductor
\ conducido
Torque del Velocidad del D1 I d2 = T1 I T2
conductor T1 conducido W2
Velocidad del Torque del
conductor Wi Torwe do! W2/W1 = T1/T2
Acoplamiento multiphcador  Acoplaméento reductor Acoplarmiento mixto Sistema multiple
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Al igual que las ruedas de friccion el modelamiento matematico afirma que la relacién de
diametros es inversamente proporcional a la relacion de velocidades D1/D2=W2/W1, vy la relaciéon
de didmetros es directamente proporcional a la relacion de momentos de fuerza en los ejes de
giro D1/D2 = T1/T2. Podemos decir que tenemos sistemas multiplicadores o reductores de
velocidad. Asi como sistemas mixtos que brindan especificas cualidades de sentido de giro y
relacion de magnitudes vectoriales de velocidad y torque

Engranajes. Los engranajes son similares a las ruedas de friccidn, pero en este caso cada una de las
ruedas tiene dientes uniformes que se acoplan perfectamente de una rueda a la otra. Produciendo
un mayor acople entre ruedas. En este mecanismo la transmisién de velocidad y torque se da por
la fuerza que ejerce el diente de la rueda conductora contra el diente de la rueda conducida. Es
indispensable que las caracteristicas de los dientes de las ruedas tengan las mismas caracteristicas
que garantizan que se mantenga el acople y el movimiento. En este caso la cantidad de dientes de
cada rueda es proporcional al diametro, pero la relaciéon de transmisién esta dada por el nimero
de dientes que posee cada rueda. De tal manera que la transmisidn de velocidad entre una rueda
y otra es inversamente proporcional al nimero de dientes (N) de las ruedas N1/N2=W2/W1y la
relacion de los momentos de fuerza en los ejes directamente proporcional al nUmero de dientes
N1/N2 =T1/T2



Engranaje reductor Engranaje multiplicador N1/N2 = W2/ W1

N1/N2 = T1/T2

W2/W1 = T1/T2

Multiplicador encadenado Reductor de dos etapas

La figura muestra diferentes arreglos de engranajes con los que se logra tanto transmision de
velocidad como de torque asi como inversiones de giro en los movimientos.

Tornillo sin fin-corona. El mecanismo tornillo sin fin-corona es una aplicacién de los engranajes,
pero permite una transmision de fuerza y movimiento circular entre ejes perpendiculares. Este
tipo de transmision hace que, por medio de un tornillo sin fin, una corona (engranaje) cuyos
dientes encajan perfectamente en el paso del tornillo sin fin genera la transmisién de movimiento.
En este caso se especifica cuantos dientes de corona pasan en un giro del tornillo para calcular las
relaciones especificas. Con este mecanismo, se logra transmitir torque y velocidad con relaciones
de transmisidn muy elevadas.

T2

w2 N1 / N2 w2/ w1

corona

N1/ N2

TR T2

T1 W2/W1 = T1/ T2

wW1 Tornillo sin fin
N1 = Numero de dientes de corona x giro del tornillo

El tornillo sin fin corona funciona igual que los engranajes pero las relaciones de transmision que
logran conseguirse son bastante elevadas dedo que N1 es mucho menor en relaciéon a N2

Cadena — pifién. Andlogamente a las ruedas de friccidn y las poleas esta aplicacidn de los
engranajes permite que no exista contacto fisico de las ruedas dentadas, y la transmision de
movimiento se realiza por medio de una cadena. Los eslabones de la cadena encajan
perfectamente en los dientes de la rueda dentada y esto permite hacer un acople entre los dientes
de cada rueda. Las relaciones de Maestria en Tecnologias de la Informacion Aplicadas a la
Educacién — MTIAE 78 Facultad de Ciencia y Tecnologia Departamento de Tecnologia velocidad y
torque se conservan al igual que en los engranajes y dependerd del nimero de dientes de cada
rueda.



Cadena
/ Pinon

Pinén conductor
(A conducido

N1/ N2 W2/ w1

N1/ N2

T1/7T2

W2/W1 = T1/T2

Eje coriducido

Eje conductor

El mecanismo de cadena pifidn es funcionalmente tal como los engranajes, pero la transmision es
por medio de una cadena. A diferencia de las poleas unidas por correas, aqui se evita la friccidon
con lo que se hace mas confiable y estable el sistema

Elementos presentes en sistemas rotacionales
1.2.1. Constante elastica

Cuando a un resorte, que posee una constante elastica k, le producimos un desplazamiento en
uno de sus extremos, este genera un torque que reacciona a ese desplazamiento.

|M/\7VW
De manera que el resorte genera una fuerza opuesta al desplazamiento en sus extremos
- WVW

F=K.(01=09) F=K.(02=01)

La magnitud de la fuerza que ejerce el resorte a partir del desplazamiento de sus extremos es:

1.2.2.Damper

Se forma similar a un amortiguador(movimientos lineales), este elemento aparece como una
oposicion al movimiento pero dependiente de la velocidad angular. Cuando a esta propiedad, que
posee una constante “b”, le producimos un desplazamiento en uno de sus extremos, este genera
una fuerza que reacciona a la velocidad de ese desplazamiento.

1.2.3.Rozamiento



Cuando una superficie entra en contacto con otra se produce un rozamiento que a su vez genera
una fuerza por rozamiento que se opone al desplazamiento, y su magnitud depende de la
velocidad con que ocurre dicho roce.

La 2 ley de newton especifica que en un sistema dinamico la sumatoria de torques es
igual a la inercia multiplicada por la velocidad angular.
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En el siguiente ejemplo apreciamos un arreglo de engranajes o ruedas de friccidn. Al hacer el
analisis dinamico tomamos en cuenta que el torque se aplica en la inercia J1 y de alli el rozamiento
B se opone al desplazamiento, asi como el elemento en donde se transmite un torque (Tx) que
también se opone. Al observar el desplazamiento de la inercia J2 se observa que el
desplazamiento lo produce el torque transmitido (Tx) y alli se opone la fuerza elastica del
soporte(K). Dado que existe una inversidn de giro y que los desplazamientos de las inercias son en
direccion contraria es importante que se establezca cual sentido se maneja positivo y cual
negativo, la importancia radica en tomar la fuerza de la inercia en el sentido del desplazamiento y
las demas fuerzas en el sentido referencial con dicho movimiento. Las ecuaciones serian de la
siguiente manera.



P4 TK

t |
§0- 4 9=6:

Ty — T = J2 62

™8 TX ..
Tit) i T—Tg —Ty =J161 Ty — K(82) =J2 62

T —B(01) — Ty =J161

‘ O, ; J161
Dado que el torque transmitido (Tx) no es variable externa de entrada debemos expresarla en
términos de las variables de desplazamiento y entrada T(t) definidas en el modelo, y recordando

que los radios R1 y R2 son conocidos (constantes en el sistema). De esta manera las ecuaciones
dindmicas quedarian de la siguiente manera:

(61)
(82) T—B(01) —Ty =J161

Ty =J2 62 + K(02) =>| T—B(61) —[J262+K(82)]=J161 I

(62)
Ty — K(62) = J2 62

T R2 .
W—K(HZ] =J202 ‘

e- L2 >

El siguiente ejercicio realiza la ecuaciones pero tomando la velocidad angular como la variable de
modelamiento en el arreglo de engranajes en donde la relacién de transmisién se trabaja en
funcién del nimero de dientes N1y N2.
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@ T2 TB2

t |
fﬂz ‘Jz\}z

Tm—Tg, — T, = J1V1 T, —Tg, = J2V2
Tm—B1(V1) —T, =J1V1 T, — B2(V2) =J2V2

A fin de plantear nuestras ecuaciones en funcion de las variables de giro, los elementos de torque
T1y T2 deben expresarse en términos de los elementos de giro y las variables de entrada.

(61)
Tm—B1(V1) — T, =J1V1
T N1 _

o= =2 1 Bl(Vl)—

1 .
=J1V1

De (62)
T, =J2V2+ B2(V2) I=> Tm — B1(V1) —%[]2 V2 +B2(V2)]=J1V1

(62)
—B2(V2)=]2V2

TNZ
1 |=:'.::..'---1r"1

—B2(V2)=J2V2

e (61)

T, =Tm—B1(V1) —J1 V1|=> %[Tm_m(vn —J1V1]-B2(V2)=J2V2

1.3. Sistemas mecanicos mixtos

Las Fuerzas F(t) y los Torques T(t) pueden ser generados por diferentes factores. Por ejemplo una
Presién puede generar una Fuerza a partir de la relacion Fuerza = Presidn x Area.



Cuando tenemos sistemas mecanicos que incluyen movimientos llineales tanto comno angulares,
existen unas relaciones que pueden beneficiarnos para el analisis matematico y modelamiento.

a. Torque = Fuerza x distancia
b. X=rB

Ejemplos:

En el ejemplo de banda transportadora, vemos la banda como una elasticidad de constante K y alli
debemos realizar traslados de movimientos angulares a lineales y viceversa para poder realizar el
modelo en términos de una entrada T(t) que simula el torque de un motor y los desplazamientos
angulares de cada rodillo. Si asumimos que R1 = R2 el torque producido por esta fuerza elastica es
la misma en cada extremo (TK).

x1=R10,
| K

AAANANAARAANANA

X2 =R2 82

motor

TK
T(t) TK

16

'91 fhéﬁ '82 fdzéz

Tm—Ty =J161 Ty = J2 62

Tm —Fk R1 =161 —FkR2=]262

Tm —K(X1—X2)R1=]1641 —K(X2-X1)R2 =262
Tm—K (R161—R202)R1 =161 —K(R2062—R101)R2=J262

El siguiente ejercicio propone encontrar una ecuacion que relacione el torque del motor T(t) y el
desplazamiento de la masa X(t), para ello primero planteamos nuestras ecuaciones asumiendio
variables en el sistema para luego remplazarlas. Un motor acoplado directamente a una
transmisidn que desprecia la inercia de las partes y de alli llega un arreglo pifion-cremallera. Se
propone en el pifién una oposicidn tipo ddmper (D) que da una oposicidn a la rotacién que
depende de la velocidad angular.



Motor N
[ 74 J

:\3 - 2() ]
T2 = N2 T(t)—> R Sy
N1 .
gear 1:1
T2 TX TD ‘x ‘FX
i ' ' M~ 1 kg _—tX(t)

s X

T2-D§—TX=]§ FX - C(X) =mX

Luego de tener las 2 ecuaciones las podemos fusionar y eliminar las variables no deseadas como
T2, TX, FX y 6, para dejar la ecuacion deseada en términos de T(t) y X(t).

(©)
T2 —DO —TX =] 6 i TZZ%T@) y TX =FX(R)

N2 . .
ASI: = T(t) — D6 — FX (R) =] 6

(x)
FX —C(X)=mX r=fo= FX=mX +C(X)

ast: = 7(t) — D6 — [mx +c()) R =78

FINALMENTE: > X = R0 X=R6O X =R6

Y ASI: %T(t}_pg —[m X% +c(X)] (R}:fg




En el siguiente ejercicio encuentre las ecuaciones para la dinamica en 61, 62, 63, X y T(t)

En el siguiente ejercicio encuentre las 3 ecuaciones dinamicas que relacionan X1, 81 y X2

FK2 FK3 FK4 FB

e LA

*g&fﬁ e

=
=

’m *m X1 *m
!
\«;PE%}




FK1 = K1 (X1-X')

@ X'=R1591
FK1 =K1 (X1- R181) W1 =M1(g)
TK1 = R1 FK1 TK2=K2 (B81-8"
TK1 = R1 K1(X'- X1) . X2
X' =R161 o= R2

TK1=R1 K1(R181- X1)

TK2=K2 (81- 22

R2
TK2
FK2 =
R2
_K2(®'-B81)
&2 e
- K2 {%— 1)
FK2 = W2 = M2(g)
R2

Finalmente las ecuaciones dinamicas en funcién de X1, 81 y X2 quedarian de la siguiente manera:

(X1)
W1 — Fy, = ml1 X1
ml(g) — K1(X, —R161) = ml1lX1

(61)

—Tyy — Tio = J1 61

X2 .
— R1K1(R101—X1) — K2 (91 _E) =J161

(X2)

W2 — Fyo — Fig — Fga — Fg = m2 X2

X2
K2 (%% —01) .
*’3?22 _ K3(X2) — K4(X2) — B(X2) = m2 X2

m2(g) —




1.4. Sistemas nivel de liquidos en tanques de mezclas.

La presidn ejercida en un fluido estatico depende solamente de la profundidad del fluido, la
densidad del fluido y la aceleracién de la gravedad. La presién en un fluido estatico, aparece por el
peso del fluido, y es dada por la expresion:

p =— =densidad de fluido

Presion = pgh donde g = aceleracion de la gravedad
h = profundidad del fluido

<|3

La presidn ejercida por el peso de una columna de liquido de area Ay altura h no depende de la
forma de la masa o el drea se la superficie que contiene el liquido. La presion dependera
Unicamente de la altura h para un mismo fluido.

V =h.A =Volumen g ™)
A peso =m.g
\i
T Presién = ﬂ -9 _P9 _ pgh

area A A M |h2  |ns

< P3=pgh3
h h h
Q: P2 =p.g.h2
pgh
\ \ / V L < p1=p.gm

CAUDALQ

PRESION o e presion

MAYOR MENOR

DL G

Por otra parte, cuando se presenta una diferencia de presion se genera un desplazamiento de
fluido lo que se conoce como caudal. Este caudal depende a su vez de la friccién que el liquido
tiene con la tuberia, razén por la cual aparece el concepto de resistencia hidraulica, que de forma
analoga a los circuitos eléctricos es una oposicion al paso del fluido. Este concepto simplifica y
facilita los calculos de redes hidraulicas en tuberias. Esta resistencia aparece como constante y
depende del liquido que se moviliza asi como de los factores propios de los materiales de los
canales de transporte.

De esta forma podemos realizar un modelamiento matematico de la variacion de volumen en
tanques interconectados por tuberias, teniendo en cuenta que la presidn atmosférica se
transforma en la presion de referencia (P=0) y que existe la resistencia hidraulica que en su



definicidn incluye las propiedades del fluido que se estd movilizando. Adicionalmente la presion
depende una y exclusivamente de la altura.

ﬁﬁ

h1
CAUDALQ -

resioy I ooy

z === L Lk

h2

Q - hi-h2

R

De esta manera aplicamos la siguiente condicién dindmica para encontrar un modelamiento
matematico. Donde la variacion de volumen en un tanque es igual a la sumatoria de caudales que
entran, menos los caudales que salen.

Elvolumen V' = A .h dado que el 4rea A es constante entonces

dV dh dh
E=A'E A'E:ZQEMTQ_ZQMEE

Ejemplos:

qi(t) dh(t)
---:,l'-] . AT=AFI:Q£(5)_ qo(1)




* Alh:l =—q1
Tangue 1 Tangue 2 . AR, =q—q,
4  mem o _h
I l‘/ q1 = R, * 42 = R,
h,—h
ht h2 . =1 'z
' R1 i R2 Arhy R,
AT A2 |
== - ‘_&:1._ ' _&]: - . hl _h,z hz
— q2 - Azhz == R _R_
qg 1 2
. A:L"i =
Q(t) §
—'-_.I « Ahy =Q—-q1—q;
T — hz — hl q, = E
]A a1 = R, 27 R,
h h2 . - hz - hl
) R1 I R2 Ahy = R,
A1 ! ; A2 | I
. ' A h hz — hl hz
- = ™ = — —_ —_—
q1 g2 22 R, R,
Q) |
— - . A1h1 = Q —q
ﬂ '
« Azh, =q1 —q>
1
h =R,
' R7
‘ ; h
AT .« gy = R_z
—
q7 " . h,
e Ah. =0 — —
I ih=Q — &
hz R2 * AR bR
2N = 5 — o5~
A2 i I Ry Ry




Qa(t) Qb(t)
0 —=
h h2 h3
. l R1 2 | R2 l a3
B hl — hz} f-?_fh R3 lqg qi? ? h3 — hz

ql — Rl Qc(t) \ 2= R2
— =ﬂ - hz
e T qs = R,
Qs = 5= h4
Ry  Re A4 |
~ ot T
“ad
. . hl - hz
Alhlea_ql*A1h1=Qa_( R )
1
. . hl - hg h3 - hz hz
Ah, = + - = —
2 = T Q2 — 3 e Azh, R, + R, R,
. _ . h3 LY
Ashs = Qp +q, ol Ash; = Q) + R
2
: h, hy
Aghy = Qe+ q3 — ey Ayhy = Qo +— — —
R; R,




1.5. Sistemas térmicos
1.6. Sistemas hidro — neumatico
1.7. Sistemas eléctricos

Ley de ohm
Voltaje R Voltaje
mayor menor

AN
[ e

Corriente (1)

Componentes pasivos

ip (0) i, (1) i (1)
— - — —
+ + +
ve (0 R v, (0 L 3 ve () C=
p dig (1) dvelr)
rR{;}=‘”—;” 1=L{:}=L‘fT ic {:}=r#
Ejemplos:
R L
+
—A\N\N——Y Y —
e |
‘ _ C
v () —"
» i) ‘
— J

1.8. Sistema electromecanicos

motor
R L )
o AN\ P
— Ad (77" )
L b 1 | )
LI % Mg’ LN N/
-




L R
.
(l
'.I
v
O
Generador
R L
A -

2. Laplace
2.1. Transformada de la place de ecuaciones diferenciales lineales
2.2. Funcién de transferencia
2.2.1.Ecuaciones diferenciales lineales genéricas
2.2.2.Modelamiento de sistemas en Laplace
2.2.3.Modelamiento eléctrico con Laplace

Circuito eléctrico de una vez con la transformada



3. Modelamiento de Representacién en bloques
3.1. Reglas para la representacion en bloques

La representacidn en bloques nos permitira organizar y presentaer el sistema de otra manera, asi
como utilizar un software como MATLAB para modelar el sistema y verificar el comportamiento de
las variables.

a. Bloque de ganancia

u(t) |

K « v(t)=Ku(t)

b. Bloque derivador

ult) 4 ,_v(,)=i‘i(_'_)I“L LX)

S dt ) |

c. Bloque integrador

u ' ) xfe)
(’L-‘ | ’—y(l)=!u(!)dl = | B

d. Bloque de suma

u(r) + -

a}[)ﬁ »(0)= u(r) + x(r)
(1)

3.2. Representacion en el tiempo

Para la representacién en bloques.



- I N'm -1 x,l1) —t—= 1 oll)
L L e
T J <
. I N'm
I d 1 4(1) I N-s/m
EX 1k 1k L
1 Nos/m | N'm ¥ g .
o ke 0000 e =
- -
T - - ~ -~ - - —~ ~ ~—— ]
Frictionless
X1 X2 X3
_ Fc1 ‘ My <Fc2 | M2%3 <Fc2 | m3x3,
: “Fk2 |
L FK1 ’ kL | E(®) ‘f_k§_|
X1

-Fcl-Fk1=M1¥1
X1-1{X1-X2)=1%1
X1-X14%2=¥1

X2

F (t)-Fk1-Fk2-Fc2=m22
F(t)-1{X2-X1)-1%2-1{X2-K3) =1X2
F{t)-X24X1-%2-X24¥%3=K2
F(t)-2.X24X1-X24%3=X2

X3
-Fe2-Fk3=M3X3
-1(X3-X2)-1X3=1X3
KIHX2-%3=K3

Fit)
E—

43




- xqalf)
"i K; = 1| N‘m : — =
- 0000 . ML= 1 kg L oas
-'3 b1 = 1 Ns/m b—2 I N-s/m N (—sz
3 }
3 ' Fbl
- f..= 1| N-s/m
3}—%-"'"‘23 2 Ay = 1 kg b——erir1) =
-4 - . " F
s+ | 1 g] So=SNem | RSt B FK1
LT T T . e s ——— -
Frctionless
-1 x.(2) - yvlr)
_— 5
N N
Fb1 3
p— S Fb2 EFC
st Ec —> <&
mi2 FK3
FK2 FK3
W W
= (X1) B
(X)) — 10X, — X2) — 1(%y — X2) — 1(%, — X3) = X1
(.fl) — _Hl — 2.-?1 -+ Xz + .fz + Ea
s (X2)
F — FK3 —_— Fc —_— Faz —_— mfz
F_-]_(Xz_Xl)_1(£2_j1)_1(f2_f3):j2
(fz) = F—XZ—ZX-'Z+X1 +f1 +X3
= (X3)

—Fyy — Fgy — Fg> = mx:—l

—1(X3) —1(X; — X;) —1(X3 — X)) = X5

(kg) = _Xg - 2.1-’3 + jrj_‘!‘fz






3.3. Representacién en frecuencia

X1

-K1-X1+X2=X1 ¥(s)
-SX1(S)-X1(8) + X2(8) = S2%1(S) T
X1(S) (S*+5+1) = X2(5) "

X1(S) = (1/[5*+5+1))*%2(S5)

X2

F(t)-2.X24X1-%2+X3=K2

F(S)-2X2(5) + X1[S) - SX2(5) + 5X3(5) = $X2(5) E
X2(S) (52+5+2) = F(S) + X1(S) + SX3(5)

X2(S) = (1/(S*+5+2)) [ F(S) + X1(S) + SX3(S) ]

X3

X2[5]

K3+X2-%3=%3
-5X3(S) + SX2(S)-X3(S) = 5X3(S)
X3(S) (5%+5+1) = $X2(5)

3.4. Reduccion de bloques

: G8(s) K Lyl

M

R p A B cC| C D
=> *® » G1(S) T G5(S) —@—> G6(5)

G2(S) G4(S) G7(S)

) F ‘
+ +
K ' 63(5) |
* +




Premisas
A=R-K-L // B=AGL //C=BG5 // D=CG6 //E=DG7 /| F=CG4 // H=F+E
1=HG3 // 1=BG2 // K=J4| [/ L = CGS8

Sustituciones

-v:{>A RK-LEDAZR-K-CG8 EPA= — I:D——RKCGBED—-RIHI)CGSED
c C cG2
B B o6 ) —~R (BG2+HG3)- cea:{)csm GS*(HE)G%{GS =

_Ccscm R- (CE (GGMDG?}Ga CG8 B —:R (:GZ (GG4+CGGG7)69 (68 B

C =RG5G1 - GSGI(CGE+(564;.-(:65(37)69—{686561 B C =RG5G1 - CG2G1 -G5G1(CG4+CG6G7)G3 - CG8G5G1
5

~=RG5G1-CG162-C61G36G4G5-C6163G5G6G7-CG1G5G8 B C(1+61G2+G1G3G4G5+6163G5G6G7+G1G5G8) =RG5G1

G561
(1+G1G2+G1G3G4G5+G1G3G5G6GT7+G1G5G8)

C_
R

3.4.1.Reglas de reduccién
3.4.2.Ejercicios resueltos
3.4.3.Ejercicios propuestos

4. Representacion virtual
4.1. Simulacién en Simulink de Matlab
4.1.1.Punto de suma, ganancia e integracion
4.1.2.Grafica y analisis de sefiales con Simulink
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GRAFICO DE FUERZAS APLICADAS EN LAS MASAS

R = fuerza resorte A =fuerza amortiguador

R1(1) A1(1)
Vi Ry 1 Y10

R11(t - T A12¢
()l A1 1(t)l W1l R12(t)l ()l
R11(t)1A N11(t) 1 A‘I‘I(t)1

M1 1 o

W11 l
R12(t)1 N12(t)1 A12(t)1

M 1 2 1Y12(t)

W‘IZl




R1=y1*k1l; Al=v1*bl; W1l=ml*g, W1l=m1ll*g, W12=m12*g;
R11=k11(y1l-y11); R12=k12(y1l-y12)
Al11=b11(v1-v1l); Al2=b12(v1-v12)
ECUACIONES DINAMICAS
M1
R1(t) A1 (1)

I 3

N 1\(1(’:)

R’I’I(t)l Aﬂ(t)‘l W"‘l R12(t)IA12(t)l

M1*al= -R11(t) - A11(t)- W1 - R12(t) — A12(t) — R1(t) - A1(t)

M1*al= -k11(y1l-y11)-b11(v1-v1ll)-W1 -k12(y1-y12)-b12(v1-v12)
-y1*k1 -v1*bl

Incognita = al

al=(- k11(y1l-y11)-b11(v1-v11)-W1 -k12(y1-y12) -b12(v1-v12) -
y1*k1 -v1*b1)/M1



M11

R11(t)1 N11(t)1 A11(t)1

N 1 1Y11(t)

W‘I‘Il

M11*all= R11(t) + A11(t) - W11+ N11(t)

M11*al1l= k11(yl-y11) +b11(vi-vil)- W11+ N11
all= (k11(yl-y11l) +b11(v1-vll)-W11+N11)/ M1l
incognita N11(t)

N11l=M11*al1l- k11(yl-y11) -b11(vl-v1il)+ W11l

M12

R12(t)1 N12(t)T Al 2(t)T

N2 TY‘IZ(t)

w12vl

M12*al2 = R12(t) + A12(t) - W12 + N12(t)

M12*a12 = k12(y1l-y12) +b12(v1i-v12)- W12 + N12
al2 = (k12(y1l-y12) +b12(vi-v12)- W12+ N12)/M12
incognita N12(t)



N12 = M12*a12 - k12(y1-y12) - b11(v1-v12) + W12

Las entradas Y11(x,t) a N11y Y12(x,t) a N12 son un valor
CONSTANTE al que se aplica un valor de 10 en los ejemplos.

I{"I‘I$

entrada =10 =vy11 = y12

DIAGRAMAS DE BLOQUES EN SIMULINK
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+ e
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1/m11
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RESULTADOS GRAFICOS
EJEMPLO 1 (TODAS LAS VARIABLES = 1)

== mml=—1 =
mll1=1 =
ml==1 =

=1l=1 =

1 1=1 =
k1==1 =

Ix1l=1 =

11 =1 =
hl==1 =
TFl=1al 9. = =
Lrl1l=ml1l1>3_. 5=
ol Z=ml1 = 93 _ = =
et rada=10 -
== |

Dado que k11=k12, b11=b12, m11=m12 entonces N11=N12
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Se aprecian las graficas de las normales N11=N12 y la grafica de la
posicion Y1, velocidad V1 vy la aceleracion Al, correspondientes a la
masa M1. Los tiempos de estabilizacion son iguales en las 4 graficas
y es aproximadamente 4s. Tanto la velocidad como la aceleracion
retornan a 0 mostrando estabilidad en el sistema y la posicidon Y de
la masa se desplaza ligeramente hacia arriba 3,5 unidades de
desplazamiento positivo, sin presentar ninguna oscilacion ni
sobrepico. Existe una rapida aceleracion inicial hacia una velocidad
de 2,5 unidades de velocidad y luego la desaceleracion mas lenta
hacia la velocidad O.

EJEMPLO 2 En este ejemplo las constantes de resorte se aumentan
10 veces

== ml=1 =
 lmml1=1-
ml=Z==1 =
Jl1l=1010_:-
J1l1l=10 =
E1Z=10 =

a1l =1 =

=21 1=21z

a1l ==1 =

Lrl =—=mnl =3 . =
Lrl 1l =ml1l1~F23_. =
Ll Z=ml=""23_. =
=rntTtradsa=101

[N —
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Al aumentar la constante de resortes, las fuerzas de reaccion
aumentan logrando un punto de estabilizacion mas alto en la masa
de alrededor de 6 unidades de desplazamiento. Los tiempos de
respuesta son similares al ejemplo 1 siendo de 4s pero en este caso
se aprecia oscilacion en la respuesta de posicion alcanzando un pico
de 9 unidades de desplazamiento. Por el lado de la velocidad y Ia
aceleracion, son mas elevadas que en el ejemplo 1 pero el retorno
a 0 de las mismas muestra que el sistema llega al reposo. El valor
final de la normal N11=N12 es mucho mas elevado esto debido a
las mayores fuerzas que aparecen en el sistema.

EJEMPLO 3 En este ejemplo aumentamos la masal, 10 veces
dejando las demas variables como en el ejemplo 2

== ml=10 -
mll=1:-:
ml==1 -
kl=10:-:
kll=10:-:
kEl=z==10:_-:
bhl=1-:
bh1l1l1=1-
bhbl==1-
wrl=ml* 3 _ &
wTll=mll 9. =
wlZ=ml="93_.
II entrada=10
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En las graficas se puede apreciar el aumento en la masa superior
produjo un cambio significativo en la respuesta transitoria ya que




se logra ver mucha mas oscilacion vy el tiempo de estabilizacion es
también mucho mas alto, alrededor de 30s lo que es casi 70 8
veces el tiempo alcanzado en los ejemplos 1y 2.

Al aumentar la masa, los valores pico de posicion, velocidad y
aceleracion, como era de esperarse, son mas bajos que en el
ejemplo 2.

El valor final de posicidn al parecer es proporcional entre
amortiguamiento y masa ya que se desplazo 3,5 unidades al igual
que el ejemplo 1 donde masa y resorte dimos un valor
relativamente igual.

Finalmente podemos concluir: que modelar un sistema con matlab
nos permite apreciar el cambio en el comportamiento del mismo, y
facilmente podemos ajustar variables resistivas y de
amortiguamiento que den tipos de respuesta.

Como anexo final se presenta el modelo inicial en donde la entrada
es igual a 0. La masa reposa en una posicion menor a la posicion 0

de referencia y la normal aparece positiva tal como lo plantean las

ecuaciones.

Se utilizan los valores del ejemplo 3 pero en este caso la entrada
constante es igual a 0.



> ml=10;-:
mll=1:
ml==1:
El=10-:
E1l1l=10_;
El==10:_:
bl=1_:
bll=1:
bl==1:
Wwl=ml* 9.5
wll=mll+* 3.5
WlZ=ml=*9_ 5
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FR1(t) FA1() FR2(1) w FA2(t) FR3(@t) Fa3@®

FR = FUERZA DE RESORTE FA = FUERZA DE AMORTIGUADOR W =PESO N =NORMAL

FR1(t) FA1(t) FR2(t) W  Fa2@1) FRrR3() FA3()

(M) MASA DEL CAMION
M.a = - FR1(t) - FA1(t) - FR2(t) - FA2(t) - FR3(t) - FA3(t) - Wcamion
M.a = - k(y-y1) - b(v-v1) - k(y-y2) - b(v-v2) - k(y-y3) - b(v-v3) - W

1
a-= v ( -3.ky -3.b.v+ kyl +ky2 +ky3+b.vl+bv2+byv3- W)

FrRim N1MEaqq (m1)

T T

- T I/I\ m1l.al= N1i(t) - wl+ FR1(t) + FA1(t)
J, v N1(t) =ml.al +wl- FR1(t) - FAL(t)

w1 MN1(t)=ml.al+ w1l - Kk(y-y1l) - b(v-v1l)




/I\ /]\ /]\ m2.a2 =N2(t) -w2 + FR2(t) + FA2(t)
d

N2(t) = m2.a2 + w2 - FR2(t) - FA2(t)

N2(t) = m2.a2 + w2 - k(y-y2) - b(v-v2)

w2
FR3(t) N3(t) Faz (m3)
/I\ m3.a3 = N3(t) -w3+ FR3(t) + FA3(t)
m3 Y3  N3(t)=m3.a3 + w3 - FR3(t) - FA3(t)
\L N3(t) = m3.a3 + w3 - k(y-y3) - b(v-v3)
w3

LA ENTRADA ES SENOSOIDAL. ES DECIR LOS DESPLAZAMIENTOS Y1(t), Y2(t) Y Y3(t) SON DEL TIPO
“Asin (wt + desfase)” Pero entre ellos existe un desfase

desfase 1 desfase 2
L [ ~=1] [~s=]

La seiial sinusoidal que siente cada llanta esta desfasada una de otra segun la distancia x1 y x2
entre ejes. En la simulacion se establece una variable ph que dictamina la fase y asumimos x1=x2
(distancia entre ejes). Adicionalmente la variable fr se establece para cambiar la frecuencia de la
sefial de entrada seno. La amplitud de la seiial aplicada es 1.

Diagramas de bloques MATLAB
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Dando valor a las variables se pueden revisar graficos de resultado

m=1;: kE=1: WEZ=m="%9 _ 5
ml=1; h=1; Wi=m3I*9 .5
mzZ=1; w=m*2.3; tr=1:
m3i=1; wl=ml*9.5: ph=10:

Con estos valores podemos ver el desfase de seial en las llantas




Se asume que la masa no tiene el mismo peso de las llantas por lo

m=10; k=1: WZ=m=%9_ 5>
ml=1;: hb=1: WI=mI* D _ 5>
mz=1; wWw=m*9_.5: fr=1:

que aumentamos la masa a 10 »#=17 wil=ml¥s.87 ph=l0:

Y con estos valores...

El aumento de masa hace que la posicién cambie mucho mas.

Ahora si aumentamos la constante de resorte a 100

n=10; k=10; wa=mZ%9.8;
ml=1l; b=1; Wi=m3*9.5;
nZ=l: w=n¥*3.5; fr=1:
m3i=1; wWl=wml¥*3.3; ph=10;



Se contrarresta el efecto de la carga y nuevamente la oscilacion es
de 0,5 pero en el tramo inicial hay un efecto de variacién que no
ocurrid en el primer caso

Si varia aun mas la constante elastica a 100

m=10;: kE=100; Wa=ma2* 3.5
ml=1r-r b=1-: WI=mI* 9.5
mz=1_7 w=m* 3.5 fr=1:
m3=1: Wwl=ml* 3. 5: ph=10:-:

velocidad

acelaracion




La masa practicamente no cambia su posicion pero el tramo inicial
muy variable.

Al realizar un cambio en amortiguadores

m=10; k=100 Wa=m=2"9 .5,
ml=1_;: b=50_: WIi=mI* IS5
m2=12: w=m¥*9 .5 fr=1:
ma3=1: wl=ml*9_ 5 ph=10;:

El movimiento de la masa parece mas constante y se contrarresta el
efecto del resorte pero la amplitud de la variacion crece un poco.

5. Analogias del modelamiento de sistemas dinamicos.
5.1. Representacion electrdnica de funciones de transferencia
6. Senales de excitacion y transformada inversa

6.1. Funciones genéricas

= F(t)=kd(t)
" F(t)=k



= F(t)=ktn

=  F(t) =k e(-at)
=  F(t) =ksenwt
=  F(t) =k cos wt

6.2. Transformada de Laplace utilizando tablas

= Ft)=kd(t) > F(s) =k

= F(t)=k > F(s) =k/s

= F(t)=ktn > F(s) =k n!/s(n+1)

= F(t)=ke(-at) > F(s)= k/(s+a)

= F(t)=ksenwt 2 F(s)= kw/(s2+w2)
= F(t)=kcoswt—=> F(s)= kw/(s2+w2)

Ejemplos:

6.3. Transformada inversa de Laplace utilizando tablas

" F(s)=k=> F(t)=kd(t)

= F(t)=k > F(s) =k/s

= F(t)=ktn > F(s)=knl/s(n+1)

= F(t)=ke(-at) > F(s)= k/(s+a)

= F(t)=ksenwt 2 F(s)= kw /(s2+w2)
= F(t)=kcoswt—=> F(s)= kw/(s2+w2)

Ejemplos:

6.4. Regla de corrimiento con transformada directa e inversa de Laplace

Ejemplos:

6.5. Transformada inversa de Laplace utilizando fracciones parciales

Toda fraccién polindmica (cociente de polinomios) de la forma G(s) = N(s)/D(s), puede
representarse en fracciones simples siempre y cuando la funcién sea propia, es decir, que el grado
del polinomio N(s) es menor que el grado del polinomio D(s). En caso contrario, es decir, si el
grado de P(x) es mayor o igual al de Q(x), la fraccién se llama impropia. Toda fraccién impropia se
puede expresar, efectuando la division, como la suma de un polinomio mas una fraccion propia. Es
decir, N(s)/D(s) = {polinomio} + N1(s) D(s)

Un polinomio de grado n, tiene n raices que bien pueden ser reales o imaginarias, de manera que
dicho polinomio puede escribirse como el producto de n polinomios de grado 1.

n-1
s"+8 ... +52+5+G:{5+Cn}l.{5+c“_1} ...... (S+Cy).(5+Cy)



Asi mismo una fraccidn propia podemos representarla en fracciones mas simples con la ayuda de
coeficientes adicionales A1, A2, ...., An

m-1
S8 w45t 54+ B An An- A, Al

+ +
n-1
s"+8 w48’ +85+C  (8+Cy (S+Cy,) (5+Cy) (S+C,)

6.6. Transformada inversa utilizando nimeros complejos
6.6.1.Ajuste de cuadrados
6.6.2.Metodo de euler

6.7.
7. Respuesta

Respuesta con MATLAB editor y metodo de determinantes.
Ejemplo

Ejemplo1

symsst

R=1000

c=0.001

V=10*tA0

Vi=laplace(V)

11=det([Vi -R;0 (R+(1/(c*s)))])/det([((2*R)+(1/(c*s))) -R;-R
(R+(1/(c*s)))

I1t=ilaplace(l1)

12=det([((2*R)+(1/(c*s))) Vi;-R 0])/det([((2*R)+(1/(c*s))) -R;-R
(R+(1/(c*s)))

12t=ilaplace(12)

vo=I1*(R+1/(c*s))

vot=ilaplace(vo)

ezplot(vot)



ejemplo2

syms s t

R=1000

c=0.001

V=120*sin(377*t)

Vi=laplace(V)

I1=det([Vi -R;0 (R+(1/(c*s)))])/det([((2*R)+(1/(c*s))) -R;-R
(R+(1/(c*s)))

I1t=ilaplace(l1)

12=det([((2*R)+(1/(c*s))) Vi;-R 0])/det([((2*R)+(1/(c*s))) -R;-R
(R+(1/(c*s)))

12t=ilaplace(12)

vo=I1*(R+1/(c*s))

vot=ilaplace(vo)

ezplot(vot)

7.1. Modelo de respuesta en 1 orden
7.1.1.Ganancia
7.1.2.

7.2. Modelo de respuesta en 1 orden
7.2.1.

7.3. Ejercicios resueltos

7.4. Ejercicios propuestos
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